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Die Theorie der Coalgebra ist eine allgemeine Theorie zustandsbasierter Syste-
me. Automaten, Transitionssysteme, Klassen in objektorientierten Programmier-
sprachen, topologische R

aume und viele andere in der Informatik vorkommende
Systeme lassen sich mit coalgebraischen Mitteln einheitlich beschreiben und unter-
suchen. Jede Coalgebra hat einen Typ, gegeben durch einen Endofunktor F der
Kategorie Set der Mengen. Die Fragestellung, die diese Arbeit untersucht, ist:
Welche Zusammenh

ange gibt es zwischen den Eigenschaften
des Typfunktors F und den Eigenschaften seiner Coalgebren?
Jan Rutten betrachtet in seiner grundlegenden Arbeit [Rut00b] nur Typfunktoren,
die schwache Pullbacks erhalten. Die gleiche Voraussetzung wird in vielen anderen
Artikeln gemacht, die sich mit Coalgebra besch

aftigen. Allerdings bleibt dort un-
klar, ob diese Voraussetzung essentiell ist. Larry Moss schreibt in [Mos99] zum
Erhalten schwacher Pullbacks:
Although this property is the key to a number of results in the theory,
it is not so easy to motivate on the basis of rst principles. That is, we
do not know an a priori reason why someone would want to consider
the property of preserving weak pullbacks except to say that it applies
widely and has many consequences.
Eine der wichtigsten Begrie der Coalgebra ist der der Bisimulation. Die intendierte
Semantik ist: Eine Bisimulation setzt Zust

ande in Relation, die durch Beobachtun-
gen nicht unterschieden werden k

onnen. In Kapitel 4 werden wir sehen, da das
Erhalten von schwachen Pullbacks durch den Typfunktor F dazu

aquivalent ist, da
das Relationenprodukt von F -Bisimulationen immer eine F -Bisimiulation ist. All-
gemeiner werden wir in diesem Kapitel beweisen, da ein Typfunktor einen Limes
genau dann schwach erh

alt, wenn bestimmte Relationen zwischen seinen Coalge-
bren (verallgemeinerte) Bisimulationen sind.
Unter den Coalgebren eines Funktors F spielt die terminale Coalgebra eine
besondere Rolle. Sie enth

alt - intuitiv gesprochen - jedes \Verhalten", das ei-
ne Coalgebra vom Typ F zeigen kann, genau einmal. Unter der Voraussetzung,
da der Typfunktor F beschr

ankt ist, d.h., da die entsprechende Kategorie von
Coalgebren eine Menge von Generatoren besitzt, ist die Existenz einer terminalen
Coalgebra vom Typ F sichergestellt. Kapitel 5 untersucht u.a., unter welchen Vor-
aussetzungen F beschr





Zuvor wird in Kapitel 2 gezeigt, wie sich einige Typen von zustandsbasierten
Systemen als Coalgebren auffassen lassen, und in Kapitel 3 wird die Struktur-




Die Ergebnisse dieser Arbeit sind zu einen groen Teil in [GS01a, GS01d,
GS00, GS01c, GHS01] erschienen.
F

ur die verwendete Kategorientheorie sei auf die Lehrb

ucher von Borceux







Buchs von den beiden Autoren und Adamek ([AHS90]), von Mac Lane ([Lan71])
sowie von Ehrig et al. ([E
+
72]) verwiesen. Die verwendete Mengenlehre spielt
in dieser Arbeit keine besondere Rolle, die Begriichkeit orientiert sich an der
Bernay-Morse'schen Mengenlehre (man vgl. z.B. das Lehrbuch der Modelltheorie
von Chang und Keisler: [CK73], Anhang A).
KAPITEL 2
Coalgebra, eine Theorie zustandsbasierter Systeme
Viele Objekte, die in der Informatik vorkommen, lassen sich als zustandsbasier-
te Systeme auffassen. Ein zustandsbasiertes System ist per Denition ein System,
das einen Input empfangen kann und in Abh

angigkeit von diesem Input und sei-
nem inneren Zustand einen Output generiert und seinen inneren Zustand wechselt.
Ein Beobachter eines solchen Systems hat keinen Zugri auf den inneren Zustand,






Coalgebren sind eine mathematische Formalisierung zustandsbasierter Systeme.
Die wachsende Popularit

at der Theorie der Coalgebra in den letzten Jahren erkl

art
sich daraus, da sich viele Objekte, die in der Informatik auftreten, als Coalgebren
auffassen und einheitlich behandeln lassen. Dazu geh

oren





 Klassen in objektorientierten Sprachen.
Hat man bewiesen, da sich eine Klasse K von Objekten als Klasse von Coalge-
bren interpretieren l

at, kann man die mittlerweile weit ausgearbeitete Theorie der





abgeleitete Begrie, z.B. den Begri eines Homomorphismus zwischen Objekten
aus K, den Begri der Unterstruktur eines Objekts aus K oder den der Bisimila-
rit

at zweier Objekte aus K. Es zeigt sich auerdem, da selbst bei Objekten, f

ur
die schon weitreichende Resultate existieren, wie z.B. Automaten oder Transitions-
systeme, die Interpretation als Coalgebra f

ur einige \klassische" Resultate elegante
Beweise liefert und Zusammenh

ange zwischen den einzelnen Theorien klarer macht.
Das Ziel dieses Kapitels ist es, anhand konkreter Beispiele die Theorie, die
im Rest der Arbeit entwickelt wird, zu motivieren, und ihre Anwendbarkeit zu
demonstrieren. Es ist mathematisch unabh

angig von den folgenden, d.h., die in den
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Automaten und Transitionssysteme geh

oren zu den wichtigsten Beispielen f

ur
Coalgebren. In diesem Abschnitt f

uhren wir diese Beispiele ein, im n

achsten zeigen
wir, wie sie sich als Coalgebren modellieren lassen. Dort werden wir auch sehen,
da man topologische R

aume ebenfalls als Coalgebren auffassen kann.
Genauso wichtig wie Objekte (also Automaten oder Transitionssysteme) sind
Homomorphismen zwischen diesen Objekten, also strukturerhaltende Abbildungen.
Wir werden sehen, da in einigen Beispielen mehrere Homomorphismenbegrie zur
Auswahl stehen.
1.1. Moore-Automaten. Ein Moore-Automat mit Eingabealphabet M und





 einer Zustandsmenge A,
 einer Ausgabe-Abbildung o
A
: A! C, wobei o
A
(a) = c bedeutet: Wenn sich










Wenn sich der Automat im Zustand a bendet und das Eingabezeichen m
erh






ur Automaten gibt es eine weit ausgearbeitete algebraische Theorie (s. z.B. Ei-
lenberg [Eil74]), aber es hat sich in den letzten Jahren herausgestellt, da auch
eine coalgebraische Automatentheorie erhellend ist (s. z.B. Jan Ruttens Artikel
[Rut98a, Rut00a]).
Moore-Automaten lassen sich gut graphisch darstellen. Das folgende Diagramm



































































origen Ausgaben angegeben. Wenn wir die Zustandsmenge A explizit






. Wir verzichten der Einfachheit halber
zun
























) per Denition (s. z.B. Eilenberg [Eil74]) eine Abbil-
dung ' : A! B, die folgende Eigenschaften hat:
 F




































erhalten. Da es f

ur jeden Zustand und jede Eingabe nur einen Nachfolgezustand
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ur ein a 2 A, ein m 2 M und ein b
0
2 B






ur das eindeutige Element a
0







1.2. Mealy-Automaten. Ein Mealy-Automat mit Eingabealphabet M und
Ausgabealphabet C unterscheidet sich von einem Moore-Automaten darin, da die
Ausgabefunktion nicht nur vom Zustand abh

angt, sondern auch von der Eingabe.
Das heit, ein Mealy-Automat ist ein Tripel (A; o
A
: AM ! C; Æ
A
: AM ! A).
Auch Mealy-Automaten lassen sich gut visualisieren. Das folgende Diagramm




















































































uber denselben Eingabe- und Ausgabemengen M und C ist eine Ab-
bildung ' : A ! B, die f

ur alle a; a
0
2 A, alle c 2 C und alle m 2 M folgende
Bedingung erf





































) mit Eingabealphabet M und
Ausgabealphabet C noch eine Menge I
A
 A von Startzust

anden und eine Menge
T
A
 A von Endzust




























uber denselben Eingabe- und Ausgabealphabeten, so wollen wir denie-
ren, wann eine Abbildung ' : A! B ein Homomorphismus zwischen A und B sein
soll. Zun

achst verlangen wir, da ' ein Homomorphismus zwischen den zugrunde-








) ist. Weiterhin soll ' mit
Start- und Endzust

anden \kompatibel" sein. Was soll das bedeuten? Zumindest
zwei Denitionen sind denkbar:
 Wir k





alt, d.h., da '(a)
ein Startzustand (bzw. Endzustand) von B ist, wenn a ein Startzustand
(bzw. Endzustand) von A ist.




atzlich verlangen, da ' Start- und Endzust

ande re-
ektiert, d.h., wir k

onnten fordern, da a 2 A genau dann ein Startzustand
(bzw. Endzustand) von A ist, wenn '(a) ein Startzustand (bzw. Endzu-
stand) von B ist.
Es ist auf den ersten Blick nicht klar, welche dieser Denitionen die \richtige" ist.
Wenn wir Automaten als Coalgebren modellieren, erhalten wir gleichzeitig einen
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Homomorphismusbegri, und wir werden sehen, da er mit der zweiten Denition

ubereinstimmt. Allgemeiner liefert die Modellierung einer Klasse von Objekten als








arke, weil man mit den so denierten Homomorphismen automatisch





ache, weil man in manchen Beispielen - wie wir im Falle topologi-
scher R










ur Coalgebren (s. z.B. Ruttens Arbeiten [Rut95, Rut00b]). Ein Transiti-
onssystem






ur zwei Elemente a; a
0











ein Nachfolger von a ist. Meistens werden wir den Index
A
weglassen
und nur a! a
0
schreiben.
Auch Transitionssysteme werden h

aug graphisch dargestellt, wie schon die
Notation a ! a
0

























) zwei Transitionssysteme und ' : A ! B eine Abbildung, so haben wir
mindestens zwei M





onnten verlangen, da ' Transitionen erh










atzlich verlangen, da ' auch Transitionen reektiert,




ur a 2 A und b
0
2 B immer folgt, da ein a
0
2 A









In der Theorie der Transitionssysteme (s. z.B. [B
+
00] von Blackburn et al.)
nennt man Abbildungen, die die erste Bedingung erf

ullen, Homomorphismen, Ab-





Wenn wir unten Transitionssysteme als Coalgebren modellieren, werden wir sehen,
da Coalgebrenhomomorphismen den beschr

ankten Homomorphismen entsprechen.




1.5. Transitionssysteme mit mehreren Relationen. Es ist ohne weiteres
m

oglich, auch Transitionssysteme mit mehreren Transitionsrelationen zu betrach-









) ein weiteres solches









) eine Abbildung ' : A ! B, die f

ur jedes m 2 M ein Homomor-
phismus vom Transitionsystem (A;R
A;m
) ins Transitionssystem (B;R
B;m
) ist.
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1.6. Kripke-Strukturen. Eine Kripke-Struktur (

uber ) ist ein Transitions-
system (A;R
A
) zusammen mit einer Valuation prop
A
: A ! P(), wobei  eine
Menge von atomaren Aussagen ist. Die Interpretation ist, da prop
A
jedem Ele-





) eine weitere Kripke-Struktur, so ist ' : A ! B ein Homomorphis-












a 2 A gilt.
2. Zustandsbasierte Systeme als Coalgebren
Wir werden in diesem Abschnitt den Begri des zustandbasierten Systems
durch den Begri der Coalgebra formalisieren und zeigen, wie sich die im vori-
gen Abschnitt eingef

uhrten Beispiele als Coalgebren auffassen lassen. Auerdem
werden wir sehen, da sich auch topologische R

aume als Coalgebren modellieren
lassen.
2.1. Coalgebren. Eine Coalgebra ist durch drei Bestimmungsst

ucke gegeben:
 eine Menge A, die Zustandsmenge;
 eine Abbildung 
A
: A ! FA, die Coalgebrenstruktur oder Transitionsab-
bildung oder Strukturabbildung, die jedem Zustand a 2 A die Information
zuordnet, wie die Coalgebra \auf Eingaben reagiert", wenn sie sich im Zu-
stand a bendet, wobei
 F : Set ! Set ein Set-Endofunktor ist, der Typfunktor , der bestimmt,






Wir bezeichnen das Paar (A;
A
) immer mit A. Soll der Typ F der Coalgebra A
betont werden, so reden wir von einer F -Coalgebra.
Um denieren zu k

onnen, was ein Coalgebren-Homomorphismus ist, ben

otigen
wir, da wir F auch auf Abbildungen anwenden k






) zwei Coalgebren eines Funktors F , so nennen wir eine Abbildung
' : A! B zwischen den Zustandsmengen einen (F -Coalgebren)-Homomorphismus
zwischen A und B, wenn ' mit den Coalgebrenstrukturen vertr













kommutiert. Da F ein Funktor ist, impliziert sofort, da die Identit

at auf jeder
Coalgebra ein Homomorphismus ist und da die Komposition zweier Homomor-















10 2. COALGEBRA, EINE THEORIE ZUSTANDSBASIERTER SYSTEME

























at der beiden inneren Quadrate die Kommutativit

at des ge-
samten Diagramms folgt, da F ( Æ ') = F ( ) Æ F (') gilt. Folglich bilden die F -
Coalgebren zusammen mit den F -Homomorphismen eine Kategorie, die wir Set
F
nennen.
Wir zeigen jetzt, wie sich die im letzten Abschnitt betrachteten Beispiele und
ihre Homomorphismen coalgebraisch modellieren lassen.
2.2. Moore-Automaten. Wir behaupten, da die Moore-Automaten mit
Eingabemenge M und Ausgabemenge C gerade die Coalgebren des Funktors
F := C  ( )
M
sind. F ist auf einer Menge A deniert als





ur zwei Mengen X und Y die Menge X
Y
per Denition die Menge der
Funktionen von Y in X ist. F






deniert als die Abbildung, die jedem Paar (c 2 C; h :M ! A) das Paar










uft leicht, da das so denierte F in der Tat ein Funktor ist.
Um Moore-Automaten als F -Coalgebren auffassen zu k

onnen, nutzen wir aus,
da es f









(f : X  Y ! Z) 7! (f
0




(x)(y) := f(x; y):





! (X  Y )
Z
; (f : Z ! X; g : Z ! Y ) 7! (f; g) := z:(fz; gz)
bijektiv. Daraus folgt insbesondere f








: A! C; Æ
A























Also haben wir eine Bijektion zwischen den Moore-Automaten mit Grundmenge A
und den F -Coalgebren mit Grundmenge A.
Etwas pr

aziser: Gehen wir von einem Moore-Automaten (A; o
A
: A ! C; Æ
A
:




achst zu (A; o
A
: A ! C; Æ
0
A




ubergehen. Daraus erhalten wir eine F -Coalgebra (A;
A










(a)) denieren. Ist umgekehrt eine F -Coalgebra (A;
A
)
gegeben, so ist 
A
eine Abbildung in das Produkt C  A
M
, induziert also zwei
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Komponentenabbildung o
A
: A ! C und Æ
0
A
: A ! A
M






















Eingabe- und Ausgabemengen M und C, A = (A;
A





origen Coalgebren des Funktors F = C  ( )
M
, so ist ein Coalgebren-



































ur alle a 2 A und m 2M ,













































alle a 2 A gilt, da also B im Zustand 'a die gleiche Ausgabe wie A im Zu-
stand a produziert. Die Kommutativit






























Das zeigt, da eine Abbildung genau dann ein F -Coalgebren-Homomorphismus ist,
wenn sie ein Automaten-Homomorphismus ist.
2.3. Mealy-Automaten. Auch Mealy-Automaten mit Eingabemenge M
und Ausgabemenge C lassen sich als Coalgebren eines Funktors F auffassen. F













Dann korrespondieren F -Coalgebren (A;
A















Man rechnet wie im Fall von Moore-Automaten nach, da der coalgebraische Ho-
momorphismusbegri mit dem in Abschnitt 1.2 denierten

ubereinstimmt.
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2.4. Automaten mit Start- und Endzust




























at sich coalgebraisch modellieren, indem man
diesen Automaten als Coalgebra des Funktors
F = C  ( )
M
 2 2














































ur a =2 T
A
;
deniert ist. Anders gesagt: i
A





charakteristische Funktion von T
A
. Wir nutzen also aus, da die Abbildung von
der Potenzmenge P(A) von A in die Menge 2
A
, die jeder Teilmenge U von A die









) ein weiterer Moore-Automat mit Eingabemenge M und








, so ist eine Abbil-
dung ' : A! B ein F -Homomorphismus zwischen den zugeh

origen F -Coalgebren,









) ist, der zus






Mealy-Automaten mit Start- und Endzust

anden lassen sich auf analoge Weise







2.5. Transitionssysteme. Die Relationen R auf einer Menge A korrespon-
dieren bijektiv mit Abbildungen 
A













at sich jedes Transitionssystem (A;R
A
 A  A) als Coalgebra des Po-
tenzmengenfunktors P auffassen. P ordnet jeder Menge A die Potenzmenge P(A)
zu, jeder Abbildung f : A! B die Abbildung





) zwei Transitionssysteme, A = (A;
A





origen Coalgebren des Potenzmengenfunktors, so ist ein P-













at. Das bedeutet, da f


































folgt, da ein a
0









Das zeigt, da P-Coalgebren-Homomorphismen die beschr

ankten Homomor-
phismen zwischen Transitionssystemen sind.
2.6. Transitionssysteme mit mehreren Relationen. Es ist ohne weiteres
m

oglich, auch Transitionssysteme mit mehreren Transitionsrelationen als Coalge-




von Transitionsrelationen, so k





) als Coalgebra des Funktors
P( )
M
auffassen, indem wir f











setzen. Coalgebrenhomomorphismen zwischen Transitionssystemen mit mehreren











uber . Dann ist (A;R
A
) ein Transitions-
system, von dem wir schon wissen, wie wir es als Coalgebra (A;
A;P
) des Potenz-
mengenfunktors P auffassen k

onnen. Die Abbildung prop
A
: A! P() hat schon
die richtige Form: (A; prop
A
) ist eine Coalgebra des konstanten Funktors P().











) : A ! P()  P(A)) des Funktors P()  P .
Umgekehrt erhalten wir aus einer Coalgebra (A;
A
: A ! P()  P(A)) durch







uber  entsprechen genau den Coal-





) eine weitere Kripke-Struktur

uber , so ist ein Coalgebren-
Homomorphismus zwischen den zugeh

origen P P()-Coalgebren eine Abbildung





) ist und gleichzeitig f


















achst, da sich auch
topologische R

aume als Coalgebren auffassen lassen. Ist  eine Topologie auf ei-




ur jeden Punkt x 2 X den Umgebungslter von x
betrachten, also die Menge

x
:= fU  A j 9V 2 : x 2 V  Ug







onnen wir den topologischen Raum (X; ) als Coalgebra des
Filterfunktors F interpretieren, wie H. Peter Gumm in [Gum01b] nachgewiesen
hat: F

ur eine Menge A ist F(A) die Menge aller Filter auf A (einschlielich des
trivialen Filters P(A)), f

ur eine Abbildung f : A! B setzt man
(Ff)(u) :=" ff [U ] j U 2 ug;
wobei die rechte Seite den von den f [U ] erzeugten Filter meint. Denieren wir jetzt
f









) eine Coalgebra des Filterfunktors.
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In den bisher betrachteten Beispielen erhielten wir immer eine genaue Entspre-
chung zwischen den betrachteten Objekten und den Coalgebren eines Funktors.





eindeutig bestimmt, wir k

onnen also die topologischen R

aume als Teilklas-
se der F-Coalgebren auffassen, aber sicherlich l






: X ! F(X) und jedes x 2 X der Filter 
X
x als Umgebungslter von x bzgl.
einer Topologie auf X auffassen. Es ist z.B. nicht gew

ahrleistet, da x 2 U f

ur









aume, so ist eine Abbildung ' : X !
Y genau dann ein F-Homomorphismus zwischen den zugeordneten Coalgebren
(X;
X
) und (Y; 
Y




stetig und oen ist (s. [Gum01b] f

ur einen Beweis dieser Tatsache).
Die coalgebraische Modellierung f

uhrt in diesem Beispiel also auf einen - vom
Standpunkt der Topologie aus - ungew

ohnlichen Homomorphismus-Begri. Von
diesem Standpunkt aus w

urde man eher die Kategorie der topologischen R

aume
mit allen stetigen Abbildungen als Homomorphismen betrachten.
3. Bisimulationen
Einer der wichtigsten Begrie in der Theorie der Coalgebra ist der Begri der
Bisimulation, der aus der Theorie der Transitionssysteme stammt. Die intendierte
Semantik ist: Eine Bisimulation setzt Zust

ande in Relation, die (durch Beobach-
tungen) ununterscheidbar sind.










ur alle (a; b) 2 R gilt:
 F

ur jeden Nachfolger a
0
von a gibt es einen Nachfolger b
0








ur jeden Nachfolger b
0
von b gibt es einen Nachfolger a
0







































) ist, wenn es auf R eine P-Coalgebrenstruktur 
R
: R ! P(R) gibt, bzgl.
derer die mengentheoretischen Projektionen 
A
: R ! A und 
B








3.2. Bisimulationen von F -Coalgebren. Mit Hilfe dieser Umformulierung
l

at sich der Begri der Bisimulation f

ur Coalgebren eines beliebigen Funktors F
denieren. Sind A = (A;
A
) und B = (B;
B
) zwei F -Coalgebren, so ist eine
Relation R  A  B eine Bisimulation zwischen A und B, wenn es auf R eine
F -Coalgebrenstruktur 
R





























zu F -Homomorphismen macht. Man kann allgemein beweisen (s.
Kapitel 3), da f

ur F -Coalgebren A, B gilt:
 Die leere Menge ist immer eine Bisimulation zwischen A und B.
 Beliebige Vereinigungen von Bisimulationen sind Bisimulationen. Insbeson-




zwischen A und B.
 Eine Abbildung ' : A ! B ist genau dann ein Homomorphismus, wenn der
Graph von ' eine Bisimulation zwischen A und B ist.
 Ist R eine Bisimulation auf A, d.h. zwischen A und A, die gleichzei-
tig eine

Aquivalenzrelation ist, dann gibt es auf A=R eine eindeutige F -
Coalgebrenstruktur 
A=R
, die die kanonische Projektion 
R
: A ! A=R zu













Wir sagen kurz: Jede Bisimulations

aquivalenz ist eine Kongruenz , d.h. der













jeder F -Coalgebra A eine

Aquivalenzrelation ist.











uber denselben Eingabe- und Ausgabemengen
M und C, A = (A;
A




origen Coalgebren des Funktors
F = C ( )
M
, so ist eine Relation R  AB genau dann eine Bisimulation, wenn
eine Abbildung 
R
: R! C R
M











































aquivalent dazu, da zwei Abbildungen o
R
: R ! C, Æ
0
R
: R ! R
M












































Man sieht damit leicht, da R genau dann eine Bisimulation ist, wenn f

ur alle
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(2) f










zwischen A und B. Dazu de-























die Menge der endlichen Worte

uber dem Alphabet M ist, " 2 M

das




(a; w) ist f












ubergeht, wenn er im Zustand a gestartet wird und nacheinander die
Eingabezeichen w
1








Die induktive Anwendung der Bedingungen (1) und (2) liefert dann, da f

ur
jedes a 2 A und jedes b 2 B gilt:
a 
A;B















ande sind genau dann bisimilar, wenn sie bei gleichen Eingaben die
gleichen Ausgaben produzieren. Besonders interessant ist das, wenn man diese







































ote Bisimulation auf A ist also nichts anderes als die aus der Automa-
tentheorie bekannte Nerode-Kongruenz auf A (s. z.B. [HU94] von Hopcroft und
Ullman). Im n

achsten Abschnitt werden wir ein allgemeines Verfahren kennenler-
nen, die gr

ote Bisimulation auf einer Coalgebra zu berechnen.
4. Coerzeugung der gr

oten Bisimulation
In der Algebra werden Kongruenzen oft erzeugt : man geht von einer Menge von
Paaren aus und nimmt alle Paare hinzu, die man aufgrund bestimmter Kongruenz-




auf einer F -Coalgebra
A = (A;
A
) (oder allgemeiner: die gr

ote Bisimulation zwischen zwei Coalgebren)
ist hingegen coerzeugt : Man geht von A  A aus und entfernt alle Paare, die man
entfernen mu.
4.1. F -Coalgebren. Betrachten wir noch einmal das denierende Diagramm
f





























) 2 R ein Element

















uhrt zu folgender Konstruktion von 
A
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, wobei Ord die Klasse der Ordinalzahlen be-











 Es gibt eine Ordinalzahl 
0











auch die Relation der -Bisimilarit

at auf A.
4.2. Moore-Automaten. Wir haben gesehen, da die gr

ote Bisimulation




) gerade die Nerode-Kongruenz ist. Die
Relationen der -Bisimilarit










































Dieses Verfahren zur Konstruktion der Nerode-Kongruenz ist aus der algebraischen
Automatentheorie bekannt (s. z.B. [HU94]), ist aber keine algebraische Konstruk-
tion, sondern eine coalgebraische. Dies ist der erste Punkt, an dem ein n

utzlicher
Begri aus der Automatentheorie vom coalgebraischen Standpunkt aus nat

urlich
ist, nicht aber vom algebraischen Standpunkt.
Man kann leicht beweisen, da die Approximationen der Nerode-Kongruenz in
! Schritten konvergiert, d.h., da sogar schon R
!
die Nerode-Kongruenz auf A ist.
In Kapitel 5 werden wir genauer untersuchen, f

ur welche Typen von Coalgebren




sieht man recht gut, welche







n-bisimilar zu sein. Zwei Zust

ande sollen ja bisimilar sein, wenn sie sich nicht
durch Beobachtungen unterscheiden lassen. Bei einem Moore-Automaten k

onnen













bei Eingabe von weniger als n
Zeichen nicht unterscheiden lassen:





durch auch nichts unterscheiden.
 Durch die Eingabe von weniger als einem Zeichen, also durch die Eingabe
von 0 Zeichen, k



















 Durch die Eingabe von h

ochstens n + 1 Zeichen k

















;m) durch Eingabe von h







ande sind genau dann ununterscheidbar, wenn sie f

ur alle Eingaben
die gleiche Ausgabe liefern.
F

ur Mealy-Automaten und f





4.3. Transitionssysteme. Ist A = (A;
A
) eine P-Coalgebra, also ein Tran-

















































at gut interpretieren. Im Transitionssystem A k

onnen wir beobachten,
ob wir vom aktuellen Zustand aus eine Transition machen k

onnen oder nicht.








ur die gilt: a
1
hat genau







sind 2-bisimilar, wenn es f











































i.a. eine echte Obermenge von 
A













































urliche Zahl n 2 N ein Ast der L

ange n
aus, vom Punkt a zus






) hat die Zustandsmenge




j i; j 2 N; i  jg [ fa
!;j
j j 2 Ng;
und die Coalgebrenstruktur 
A





ur jedes i 2 N und f




















ur alle i; j mit j + 1  i.




ur jedes n 2 N gilt, da die Zust

ande
a und b also !-bisimilar sind. Andererseits sind a und b nicht bisimilar: W

aren a
und b bisimilar, m

ute es einen Nachfolger von b geben, der zu a
!;1
bisimilar ist,
was oensichtlich nicht der Fall ist.














bild-endlich ist, d.h., wenn jeder Zustand von A nur endlich viele Nachfolger hat.
4.4. Kripke-Strukturen und Modallogik. Wir betrachten jetzt Kripke-
Strukturen, also Coalgebren des Funktors P()  P( ), wobei  eine gegebene
Menge von atomaren Aussagen ist. Wir zerlegen die Strukturabbildung 
A
der
Kripke-Struktur A = (A;
A
) in die beiden Komponenten prop
A
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Man kann Eigenschaften von Kripke-Strukturen mit Hilfe von modal logischen
Formeln beschreiben (vgl. [B
+
00]). Eine Formel f der SpracheL() der Modallogik

uber  ist wie folgt deniert:
f :: > j p j f ^ f j :f j 3f;




uhrt man die anderen Booleschen Opera-
toren sowie 2 := :3: ein.





Struktur, a 2 A ein Zustand, p 2  eine atomare Aussage, so deniert man induk-
tiv, wann eine Formel f im Punkt a gilt, wof

ur wir A; a j= f schreiben:
 A; a j= > ist immer wahr;
 A; a j= p :() p 2 prop
A
(a);




:() (A; a j= f
1
^ A; a j= f
2
);
 A; a j= :f :() A; a 6j= f;






j= f, d.h., in a gilt 3f, wenn f in einem
Nachfolger von a gilt.









 Ist A eine bild-endliche Kripke-Struktur, so sind zwei Zust

ande von A, die
modal

aquivalent sind, auch bisimilar.







utzlich, und viele Arbeiten in der Coalgebra besch

aftigen sich damit, eine Mo-
dallogik f








ubereinstimmt. Dies wird in Kapitel 5 genauer untersucht.




at sich durch die G

ultigkeit bestimmter
Formeln charakterisieren. Man kann jeder modallogischen Formel f induktiv einen
Grad deg f ([B
+
00]) zuordnen:
 deg(>) := 0,
 deg(p) := 1,
 deg(:f) := deg f,
 deg(f ^ g) := max(deg f; deg g)
 deg(3f) := (deg f) + 1.
Dann sind f







einer Kripke-Struktur A genau dann





ur alle modallogischen Formeln f gilt:
deg(f)  n) (A; a
1





alt man, da f

ur jedes n 2 N die Relation der n-Bisimilarit

at
auf einer Kripke-Struktur eine

Aquivalenzrelation ist und da zwei Zust

ande einer




Viele Typfunktoren F haben die Eigenschaft, da die Komposition von F -
Bisimulationen wieder eine F -Bisimulation ist (in Kapitel 4 werden wir sehen, da
diese Eigenschaft dazu














(2) die CoalgebraA= 
A
ist extensional, d.h, die gr

ote Bisimulation auf A= 
A











Aquivalenzklasse von a bzgl. 
A
bezeichnet.
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Dann l

at sich A= 
A
als minimale Realisierung von A auffassen, denn in A= 
A
sind je zwei Zust

ande von A, die bisimilar sind, zu einem Zustand verschmolzen
worden, und zu jedem Zustand a von A gibt es einen Zustand von A= 
A
, der
bisimilar zu a ist.
F

urMoore-Automaten gelten die obigen Aussagen, und man erh

alt eine aus
der Automatentheorie bekannte Konstruktion: Die minimale Realisierung eines




) ist gerade der Minimalautomat von A, und man kann




ur Mealy-Automaten, Transitionssysteme und topologische
R

aume gelten die Aussagen (1)-(3).






Man nennt dies das Extensionalit

atsprinzip oder Coinduktionsprinzip. Diese Regel
erm

oglicht coinduktive Beweise: Um nachzuweisen, da zwei Elemente einer exten-
sionalen Coalgebra gleich sind, mu man nur eine Bisimulation auf dieser Coalgebra
angeben, die diese beiden Elemente in Beziehung setzt.
6. Terminale Coalgebren und coinduktive Denitionen
Neben coinduktiven Beweisen sind auch coinduktive Denitionen m

oglich. Dies
wollen wir in diesem Abschnitt ausf

uhren.
6.1. Terminale Coalgebren. Eine terminale F -Coalgebra ist ein termina-
les Objekt in der Kategorie Set
F
der F -Coalgebren, d.h., eine F -Coalgebra
T = (T; 
T
) ist terminal, wenn es f

ur jede F -Coalgebra A genau einen F -
Homomorphismus !
A














Wir werden in Kapitel 3 einige Eigenschaften von terminalen Coalgebren kennen-
lernen und in Kapitel 5 ausf

uhrlicher untersuchen, unter welchen Voraussetzungen
terminale Coalgebren existieren.
Wenn eine terminale F -Coalgebra T = (T; 
T
) existiert, kann man Mengenab-
bildungen A ! T coinduktiv denieren, indem man A mit einer geeigneten F -
Coalgebrenstruktur versieht und den davon induzierten Homomorphismus in die
terminale Coalgebra betrachtet.
6.2. Der terminale Automat.

Uber jedem Eingabealphabet M und jedem
Ausgabealphabet C existiert ein terminaler Automat T : Die Grundmenge dieses
Automaten ist die Menge T := C
M






















(';m)(w) := '(m  w):
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Es ist leicht zu sehen, da der so denierte Automat in der Tat terminal ist: Ist
A ein Automat, so m

ussen wir einen eindeutigen Homomorphismus !
A



































! C, die jedem Wort w 2M

die Ausgabe














ur jeden Automaten genau einen Homomorphismus nach T gibt, l

at sich
ausnutzen, um Abbildungen von einer Menge A nach T zu denieren, indem man
A mit einer geeigneten Automatenstruktur 
A
versieht. Der daraus resultierende
Homomorphismus (A;
A
)! T ist von 
A
coinduktiv deniert. Hiervon betrachten
wir jetzt eine Anwendung.
6.3. Operationen auf Str

omen. Operationen auf unendlichen Str

omen las-
sen sich gut coinduktiv denieren (das folgende Beispiel stammt aus [Rut00b], wo
sich etliche weitere nden): Ein Automat mit einer einelementigen Eingabemen-
ge und einer Ausgabemenge C besteht aus einer Menge A zusammen mit einer
Ausgabefunktion o
A
: A ! C und einer Nachfolgerfunktion Æ
A
: A ! A. Der ter-





















































und wollen eine Funktion zip : A ! C
!
denieren, die zwei Str


















;    )
































Sei dann zip : A ! C
!
die von dieser Automatenstruktur coinduktiv denier-
te Abbildung. Dann leistet zip das Gew

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utzlich, man vgl. [Rut00b] f

ur Beispiele.
6.4. Terminale Transitionssysteme. Die Faktorisierung eines Transitions-




ist wie im Falle von Automaten
extensional, erlaubt also Beweise durch Coinduktion. Im Unterschied zu Auto-
maten ist es nicht m

oglich, ein terminales Transitionssystem zu konstruieren. Es
gibt allerdings ein Transitionssystem, das terminal in der Klasse der bild-endlichen
Transitionssysteme ist, so da man f

ur bild-endliche Transitionssysteme coinduktive
Denitionen durchf

uhren kann. Die Beschreibung dieses terminalen bild-endlichen
Transitionssystems ist nicht so einfach wie im Falle des terminalen Automaten; wir






aug ist es m

oglich, aus einer Coalgebra eines Typs eine Coalgebra eines
anderen Typs zu konstruieren:
1. Jeder Moore-Automat l

at sich als Mealy-Automat auffassen: Ist
(A; o
A;Moore
: A ! C; Æ
A
: A M ! A) ein Moore-Automat, so erh

alt
man einen Mealy-Automaten (A; o
A;Mealy
: AM ! C; Æ
A
: AM ! A)

uber denselben (nicht-leeren) Ein- und Ausgabemengen M bzw. C, indem
man f












) mit EingabemengeM und Ausgabemenge
C l

at sich als Coalgebra (A;
A



















) mit EingabemengeM und Ausgabemen-




) mit Eingabemenge N und
Ausgabemenge D machen, indem man f













Wir formalisieren solche Konstruktionen durch nat

urliche Transformationen zwi-
schen den Typfunktoren . Genauer: Ist  : G

! F eine nat

urliche Transformationen
zwischen den Set-EndofunktorenG und F , so k

onnen wir jede G-Coalgebra (A;
A
)








an  garantiert, da jeder G-Homomorphismus zwischen zwei G-Coalgebren auch































; (c; f) 7! (m:c; f)
denieren eine nat









deren Hilfe sich ein Moore-Automat als Mealy-Automat auffassen l

at.
2. Um einen Moore-Automaten mit EingabemengeM und Ausgabemenge C als
Coalgebra des Funktors CP( )
M
aufzufassen, mu man nur die nat

urliche
Transformation  : C  ( )
M

! C  P( )
M








; (c; f) 7! (c; m:ffmg)
gegeben ist.
3. Sind  : C ! D und  : N !M Abbildungen, so erh





 : C  ( )
M







(c; f) := (c; f Æ )
deniert.
Besonders interessant sind nat

urliche Transformationen  : G

! F , deren Kom-










onnen wir jede F -Coalgebra als

Aquivalenzklasse von G-Coalgebren auffassen.
Wir werden in Kapitel 5 sehen, da man unter gewissen Voraussetzungen an F jede
F -Coalgebra als





uhrung in die algebraische Automatentheorie ndet man z.B. in
den Lehrb

uchern [HU94] von Hopcroft und Ullman oder [Eil74] von Eilenberg,
w

ahrend Jan Rutten in [Rut98a, Rut00a] eine coalgebraische Automatentheorie
entwickelt. In [Rut95] untersucht Rutten Transitionssysteme mit coalgebraischen
Methoden. Seine grundlegende Arbeit [Rut00b] enth

alt ebenfalls eine Reihe von
Beispielen. In [dVR99] betrachten de Vink und Rutten stochastische Transiti-
onssysteme als Coalgebren. Eine Einf

uhrung in Coalgebren unter Betonung der
Zusammenh

ange zu Programmiersprachen wird im Tutorial [JR97] von Jacobs
und Rutten gegeben, und in [Jac96] besch

aftigt sich Jacobs mit der coalgebrai-
schen Modellierung von Klassen in objektorientierten Sprachen. H. Peter Gumm
untersucht in [Gum01b] die Coalgebren des Filterfunktors. Literaturhinweise zur
Theorie der Coalgebra werden in den n

achsten Kapiteln gegeben.







uber Coalgebren eines Set-
Endofunktors F . Hierbei liegt der Schwerpunkt auf Resultaten, die sich ohne
weitere Voraussetzungen an F beweisen lassen, w

ahrend in den Kapiteln 4 und
5 genauer die Korrespondenz zwischen bestimmten Eigenschaften von F - wie das
(schwache) Erhalten gewisser Limites oder Beschr

anktheit - und der Struktur der
Kategorie der Coalgebren dieses Funktors untersucht wird.
Die Theorie der Coalgebra hat sich aus Ruttens Arbeit [Rut00b] entwickelt,
die als Technischer Bericht 1996 erschienen ist. In [Gum99] hat H. Peter Gumm
die Ergebnisse von [Rut00b] auf den Stand des Jahres 1999 gebracht; hierin ist
auch ein Teil der Ergebnisse aus [GS01b, GS00, GS01d] eingearbeitet. In diesem
Kapitel stelle ich die f

ur diese Arbeit wichtigen Ergebnisse aus [Gum99, Rut00b]
(meist ohne Beweis) vor, auerdem sind einige kleinere neue Resultate eingeossen.
Inhaltsangabe
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F
39
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11. Bemerkungen und Literatur 43
1. Die Kategorie Set
F
Sei F : Set ! Set ein Set-Endofunktor, der Typfunktor . Eine (F -)Coalgebra
oder Coalgebra vom Typ F ist ein Paar A = (A;
A
), bestehend aus einer Menge
A 2 Set, der Zustands- oder Tr

agermenge, und einer Abbildung 
A
: A ! FA,
der Coalgebren- oder Transitionsstruktur oder Strukturabbildung . Sind A;B zwei
F -Coalgebren und ist ' : A ! B eine Abbildung zwischen den Tr

agermengen, so
















kommutiert. Die F -Coalgebren und F -Homomorphismen bilden eine Kategorie
Set
F
. Der Vergifunktor U : Set
F
! Set ordnet einer F -Coalgebra A ihre
25
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Tr






bildung ' : A! B. Der Vergifunktor ist das Bindeglied zwischen den Kategorien
Set und Set
F
. Wir werden uns in dieser Arbeit an vielen Stellen mit der Frage
besch





legende Aussage zu (Co-)Limites in Set
F
ndet sich schon bei Lambek [Lam68]
und in allgemeinerer Form bei Barr [Bar93]:
Satz 3.1 ([Lam68, Bar93]). Der Vergifunktor U : Set
F
! Set erzeugt je-
den Colimes und erzeugt jeden Limes, den F erh






andig, und man erh






den Colimes von U













D ist dann die





Ein Limes kann in Set
F
auch dann existieren, wenn F Limites dieses Typs
nicht erh

alt. Dies und die Konstruktion von Limites in Set
F




Konvention . Im folgenden seien F;G immer - wenn nicht anders
erw

ahnt - Set-Endofunktoren. Coalgebren bezeichnen wir mit geschwun-
genen Buchstaben: A;B; C, und wenn nicht anders erw

ahnt, handelt es












zwischen Mengen bezeichnen wir meist mit kleinen lateinischen Buch-
staben (f; g; h), (F )-Homomorphismen meist mit kleinen griechischen
Buchstaben (';  ). Mit U wird der Vergifunktor Set
F
! Set bezeichnet.




In einem Diagramm bezeichnet ,! eine injektive,  eine surjektive Ab-
bildung. F

ur eine Abbildung f : A! B und Teilmengen U  A, V  B ist
f [U ] := ffu j u 2 Ug  B das Bild von U unter f, f
 
[V ] := fa 2 A j fa 2 V g
das Urbild von V unter f . Ist A eine Menge, so ist ;
A
: ; ! A die leere
Abbildung mit Wertebereich A. F

ur eine Menge A ist id
A
: A ! A die
Identit






eine I-stellige Relation, so





die kanonische Projektion R! A
i
.
Man kann auch eine Kategorie Set
F
von F -Algebren betrachten. Eine F -
Algebra ist ein Paar A = (A;
A
), bestehend aus einer Menge A 2 Set und einer
Abbildung 
A
: FA ! A. Sind A;B zwei F -Algebren und ist ' : A ! B eine
Abbildung zwischen den Tr

agermengen, so heit ' (F -Algebren)-Homomorphismus,
wenn 
B
Æ F (') = ' Æ 
A
gilt. Dies verallgemeinert den Begri der Algebra einer
Signatur aus der Universellen Algebra (s. z.B. [RT94] von Rutten und Turi).
Noch allgemeiner kann man f

ur jeden Endofunktor F einer beliebigen Kategorie









uber C denieren, und auch etliche Resultate der





ur Untersuchungen hierzu vgl.
man z.B. die Arbeiten [Kur98, Kur00, Kur01] von Alexander Kurz). Diese




 Die Struktur der Kategorie Set der Mengen erm

oglicht es an vielen Stellen,
recht abstrakte kategorientheoretische

Uberlegungen durch einfache men-
gentheoretische Argumente zu ersetzen.
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F
27










Man sollte noch bemerken - und das wird sich an vielen Stellen zeigen -, da die
Theorie der Coalgebra nicht dual zur Theorie der Universellen Algebra ist. Zwar
sind etliche Resultate dual zueinander, und die Universelle Algebra ist eine wichti-
ge Inspirationsquelle f

ur die Coalgebra, aber nichtsdestoweniger gibt es auch eine
Reihe von wesentlichen Unterschieden. Kategorientheoretisch lassen sich diese Un-
terschiede daraus erkl

aren (s. Moss und Danner [MD97]), da Coalgebren des









die zu Set duale Kategorie ist, nicht aber dual zu Algebren eines Funktors
Set ! Set. Die Kategorie Set ist nicht selbst-dual, wie man z.B. an folgenden
Beispielen sieht:
 In Set sind nur monos mit nicht-leerem Denitionsbereich invertierbar, aber
nach dem Auswahlaxiom, das in dieser Arbeit vorausgesetzt wird, alle epis,
d.h., in Set
op
sind alle monos invertierbar.
 In Set gilt f

ur alle Mengen A;B;C die Gleichung A  (B + C) = A  B +
AC, d.h., Produkte distribuieren

uber Summen, aber die duale Gleichung
A+ (B  C) = (A+B) (A+ C) ist fast nie erf

ullt.
Nun einige Beispiele f

ur Set-Funktoren und die zugeh

origen Coalgebren:
Beispiel 3.2 (Polynomiale Funktoren, Automaten): Die Klasse der polynomialen Funkto-






atsfunktors I, der jeder Menge die Menge selbst und jeder Abbildung
die Abbildung selbst zuordnet;
 die konstanten Funktoren, d.h., jeden Funktor F , f

ur den eine Menge C existiert
mit F (A) = C f





ur jede Abbildung f .




ur eine Menge M .
Dabei ist A
M
= fh :M ! Ag f










eine Abbildung f : A! B gegeben durch h 7! f Æ h.
Coalgebren polynomialer Funktoren geh

oren zu den am besten untersuchten Coalgebren




o00]), sie dienen u.a. zur
Modellierung von Automaten und von Programmen in objektorientierten Programmier-
sprachen. Eine wichtige Teilklasse der polynomialen Funktoren haben wir schon in Ka-
pitel 2 betrachtet, n

amlich Funktoren der Gestalt C  ( )
M
, deren Coalgebren Moore-
Automaten mit Eingabealphabet M und Ausgabealphabet C sind. Wir werden wie in
Kapitel 2 f





: A ! C A
M
) auch die Automatenschreib-
weise (A; o
A
: A ! C; Æ
A
: A  M ! A) verwenden. Da die in Kapitel 2 ebenfalls
betrachteten Mealy-Automaten in dieser Arbeit nicht weiter von Bedeutung sein werden,
reden wir nur noch von Automaten, wenn wir Moore-Automaten meinen.
Ein Homomorphismus zwischen den C  ( )
M
-Coalgebren A = (A;
A
) und B =
(B;
B
) ist eine Abbildung ' : A! B, die f













ullt, wie schon in Kapitel 2 erl

autert.






Aczel und Mendler in [AM89]. ( )
3
2






















ist die Menge aller Tripel von Elementen aus A, von denen mindestens zwei
Komponenten gleich sind. F
















ist also ein Unterfunktor des Funktors ( )
3
.
28 3. GRUNDBEGRIFFE DER COALGEBRA
Beispiel 3.4 (Transitionssysteme): Wie in Kapitel 2 besprochen, kann man Transitions-
systeme als Coalgebren des Potenzmengenfunktors P auffassen, der jeder Menge A die
Potenzmenge P(A) zuordnet, jeder Abbildung f : A! B die Abbildung
P(f) : P(A)! P(B); U 7! f [U ]:
Eine Abbildung ' : A ! B ist genau dann ein Homomorphismus zwischen den P-
Coalgebren A;B, wenn f



















, da ein a
0










Hierbei haben wir die in Kapitel 2 eingef











Beispiel 3.5 (Modikationen des Potenzmengenfunktor): Es gibt viele interessante Modi-
kationen des Potenzmengenfunktors. So kann man f

ur eine Kardinalzahl  den Funktor
P
<
: Set! Set betrachten, deniert auf Mengen durch
P
<
(A) := fU  A j jU j < g;














onssysteme, in denen jeder Zustand weniger als  Nachfolger hat. Allgemeiner werden wir
in Denition 5.2 f

ur jeden Funktor solche \strikt -beschr

ankten Varianten" denieren.
Beispiel 3.6 (Filter-Funktor): Der Filterfunktor F : Set! Set ordnet jeder Menge A die
Menge F(A) aller Filter auf A zu (einschlielich des trivialen Filters P(A)). F

ur jede
Abbildung f : A! B und jeden Filter u auf A setzt man
(Ff)(u) :=" ff [U ] j U 2 ug;
wobei die rechte Seite den von den f [U ] erzeugten Filter meint. Mit Hilfe des Filterfunktors
lassen sich z.B. topologische R

aume coalgebraisch modellieren, wie wir in Kapitel 2 gesehen
haben. F





Uber Set-Endofunktoren lassen sich viel genauere Aussagen machen als

uber
allgemeine Funktoren. In diesem Abschnitt stellen wir einige Eigenschaften von
Set-Endofunktoren dar, die im folgenden stillschweigend verwendet werden. In
diesem Abschnitt - wie auch in der sonstigen Arbeit - sei F ein Set-Endofunktor.
Gilt FA = ; f

ur eine Menge A 6= ;, so ist F der leere Funktor, d.h., es gilt
FB = ; f

ur jede Menge B. Zum Beweis mu man nur bemerken, da es eine
Abbildung f : B ! A gibt, also Ff : FB ! FA = ; eine Abbildung in die leere
Menge ist. Wir werden immer annehmen, da F nicht der leere Funktor ist.
Da in Set jede surjektive Abbildung nach dem Auswahlaxiom, das wir in
dieser Arbeit voraussetzen, eine Rechtsinverse hat, jede injektive Abbildung mit
nichtleerem Denitionsbereich eine Linksinverse, ist f

ur jede surjektive Abbildung
f : A  B auch Ff surjektiv und f

ur jede injektive Abbildung i : A ,! B mit
A 6= ; auch Fi injektiv.







Schnitt von U und V . Eine wichtige Eigenschaft von Set-Endofunktoren ist, da
sie endliche nicht-leere Schnitte erhalten, d.h., jeden Pullback von endlich vielen
injektiven Abbildungen (oder

aquivalenterweise: von endlich vielen kanonischen
Injektionen), dessen Grundmenge nicht leer ist.
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Æ g = id
C
;
 B 6= ; (und damit sind auch alle anderen Mengen im Diagramm nicht leer).
Dann ist das linke Quadrat ein Pullback, und F erh

alt diesen Pullback.
Beweis. Sei (Q; q
B
: Q ! B; q
C
: Q ! C) ein Konkurrent von (A; f; h).




: Q! A ein vermittelnder Morphismus ist,
und da f injektiv ist, ist dieser vermittelnde Morphismus eindeutig. Da F diesen
Pullback erh









sowie FB 6= ; gilt, sich also der erste Teil des Lemmas auf das Bild des obigen
Diagramms unter F anwenden l

at.
Sind U; V  AMengen mit U\V 6= ;, so k

































anwenden, wobei die gesuchten Linksinversen wie folgt gew

ahlt sind: Wir w

ahlen

















a a 2 V
e sonst.
Wir schlieen:
Satz 3.8 (Trnkova [Trn69]). F erh

alt nicht-leere endliche Schnitte.
Nicht jeder Set-Endofunktor erh

alt auch endliche Schnitte mit leerer Grund-
menge. Wir werden allerdings oft annehmen k

onnen, da F diese Eigenschaften
hat, denn es gilt:
Satz 3.9 ([Trn69]). Es gibt einen Funktor F
r
, der alle endlichen Schnit-
te erh

alt und mit F auf allen nichtleeren Mengen und nichtleeren Abbildungen

ubereinstimmt. Insbesondere ist f








1 : Set ! Set der Unterfunktor des konstanten Funktors mit
Wert 1 = fg, deniert durch
^
1A := 1 f

ur alle nichtleeren Mengen A und durch
^
1(;) := ;. Dann kann man F
r













ur A 6= ; setzen.
Sind F;G zwei Funktoren, die sich nur auf der leeren Menge und den leeren









, s. [HS73]). Auf der leeren Menge gibt es
immer genau eine Coalgebrenstruktur, und jede leere Abbildung ist ein Homomor-
phismus. Daher werden wir uns selten darum k

ummern, wie der Typfunktor F
auf der leeren Menge und den leeren Abbildungen deniert ist. Im Lichte des eben
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Konvention . Ab jetzt werden wir in der gesamten Arbeit annehmen
- wenn nicht anders erw

ahnt -, da alle betrachteten Set-Endofunktoren
alle endlichen Schnitte erhalten und ungleich dem leeren Funktor sind.




aquivalent dazu, da f

ur alle Mengen A die
Abbildung F (;
A
) injektiv ist und f





)[F (U \ V )] = F (
A
U






are intuitiver, statt dieser Gleichung die Gleichung
F (U \ V ) = F (U) \ F (V )
zu haben. Dazu ben

otigt man, da F Inklusionen erh

alt bzw. standard ist, d.h.,
f







. In [AKP72, AT90] wird von J. Adamek, V. Koubek und V. Pohlova
bzw. J. Adamek und V. Trnkova bewiesen, da jeder Set-Funktor bis auf die leere
Menge und die leeren Abbildungen nat

urlich isomorph zu einem Funktor ist, der
standard ist. Daher kann man meist annehmen, da F standard ist.
Sind F;G zwei Funktoren, so heit F Unterfunktor von G , wenn eine injektive
nat

urliche Transformation  : F






ur A 6= ; ist die Komponente 
A
: FA! GA injektiv. Wir werden
meist ignorieren, ob 
;
: F; ! G; ebenfalls injektiv ist, es wird in den meisten
F










onnte man das so ausdr















die volle Unterkategorie von Set ist, de-
ren Objekte die nichtleeren Mengen sind. Ist F ein Unterfunktor von G mittels der
injektiven nat

urlichen Transformation  : F

! G, so k

onnen wir immer annehmen,
da folgendes gilt:
 FA  GA f

ur jede Menge A,
 
A




 Ff ist f

ur jede Abbildung f die Einschr

ankung von Gf .
Erf









[FA]  GA, auf Abbildungen als Ein-
schr





urlich isomorph zu F . Um einen
Unterfunktor F von G zu denieren, reicht es also aus, f

ur jede Menge A die Menge
FA  GA so zu denieren, da (Gf)[FA]  FB f

ur jede Abbildung f : A ! B
gilt.
Neben Unterfunktoren werden uns auch Quotienten von Funktoren interessie-
ren: Wir nennen einen Funktor G einen Quotienten eines Funktors F , wenn eine
surjektive nat

urliche Transformation  : F






ur A 6= ; ist die Komponente 
A





ur einen Funktor F mu nicht F1 = 1 gelten, wir k

onnen aber, V. Trnkova
folgend, F in eine Summe von Unterfunktoren zerlegen, die diese Eigenschaft haben:
Satz 3.10 (Komponenten-Zerlegung [Trn71a]). Ist e 2 F (1) gegeben, so er-
halten wir einen Unterfunktor F
e
von F , indem wir auf Mengen A
F
e














(1) = 1 f

ur jedes e 2 F (1). Wir nennen diese Zerlegung die Komponenten-
zerlegung von F .
In Kapitel 4 ben

otigen wir Verallgemeinerungen von nat

urlichen Transforma-
tionen, daher denieren wir:
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Definition 3.11. Ist f

ur jede Menge A eine Abbildung 
A
: FA ! GA gege-




eine Transformation (zwischen F und G) und
schreiben  : F ! G. Ist f : A ! B eine Abbildung, so heit  nat













kommutiert. Ist dieses Diagramm sogar ein Pullback, so heit  kartesisch in f .





urlich in allen f 2 K ist, eine K-kartesische Transformation, wenn 
kartesisch in allen f 2 K ist.
Ist K die Klasse aller Abbildungen, so ist eine K-nat

urliche Transformation
 schlicht eine nat

urliche Transformation, und ist  zus

atzlich kartesisch in jeder
Abbildung, so redet man von einer kartesischen Transformation.







Satz 3.12. Jede injektive nat

urliche Transformation  : F

! G ist in allen
nicht-leeren Injektionen kartesisch.
Beweis. Sei f : A ,! B eine nicht-leere Injektion, f
 
: B  A eine Linksin-
verse. Dann m























Satz 4.15 wird zeigen, da jede injektive nat

urliche Transformation sogar in allen
Injektionen kartesisch ist. Es folgt, da Unterfunktoren schon durch ihre Werte
auf \groen" Mengen eindeutig bestimmt sind. Besonders intuitiv l

at sich das f

ur
einen Unterfunktor F eines Funktors G formulieren, wenn G standard ist. Denn in
diesem Fall gilt
GU = FU \GA
f

ur alle Mengen ; 6= U  A, insbesondere folgt aus FA = GA f

ur eine Menge A








Lemma 3.13 ([Rut00b]). Ein Homomorphismus ist genau dann ein Isomor-
phismus, wenn er bijektiv ist. Ist ' : A ! C ein Homomorphismus, B eine
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1. Ist f ein surjektiver Homomorphismus, so ist g ein Homomorphismus.
2. Ist g ein injektiver Homomorphismus, so ist f ein Homomorphismus.
Es folgt, da die aus Set bekannten Diagrammlemmata auch in Set
F
gelten:
Lemma 3.14 (1. Diagrammlemma, [Gum99]). Ist ' : A  B ein surjektiver
Homomorphismus,  : A ! C ein Homomorphismus, dann gibt es genau dann
einen Homomorphismus  : B ! C mit  Æ ' =  , wenn Ker'  Ker gilt. In







Lemma 3.15 (2. Diagrammlemma, [Gum99]). Ist ' : B ,! A ein injektiver
Homomorphismus,  : C ! A ein Homomorphismus, dann gibt es genau dann
einen Homomorphismus  : C ! B mit ' Æ  =  , wenn  [C]  '[B] gilt. In






Jeder Homomorphismus faktorisiert eindeutig durch sein Bild, genauer:
Satz 3.16 ([Gum99]). Es gibt f

ur jeden Homomorphismus ' : A ! B genau
eine Coalgebrenstruktur auf '[A], so da '
0
: A! '[A], a 7! '(a), und : '[A] ,!








Bemerkung 3.17. Aus den Diagramm-Lemmata folgt die Eindeutigkeit der
Faktorisierung eines Homomorphismus in einen surjektiven und einen injektiven
Homomorphismus bis auf einen vermittelnden Isomorphismus. Das bedeutet nicht,
da jeder Homomorphismus (bis auf Isomorphie) eindeutig epi-mono-faktorisierbar




amlich wissen, da epis in Set
F
genau die surjektiven
Homomorphismen sind (was richtig ist, wie wir in Satz 3.46 sehen werden), und da
monos genau die injektiven Homomorphismen sind - wof

ur wir in Beispiel 3.48 ein
Gegenbeispiel sehen werden. Wir werden allerdings beweisen k

onnen (Behauptung
4.57), da die injektiven Homomorphismen genau die regul

aren monos sind. Damit
folgt dann: Jeder Homomorphismus l

at sich (bis auf Isomorphie) eindeutig in einen
epi und einen regul

aren mono faktorisieren.
Wir werden oft vor die Aufgabe gestellt sein, f

ur eine Abbildung f : A ! B
Coalgebrenstrukturen auf A und B zu nden, f

ur die f ein F -Homomorphismus
ist. Dabei werden konstante Coalgebrenstrukturen eine wichtige Rolle spielen. Wir
denieren:








:= a:u : A! FA:







Der Beweis des folgenden Satzes ist oensichtlich:
Satz 3.19. Sei f : A ! B eine Abbildung zwischen den nichtleeren Mengen
A;B. Dann sind f

ur je zwei Elemente u 2 FA, v 2 FB folgende Aussagen

aquivalent
 (Ff)u = v.









utzlichkeit dieser konstanten Coalgebrenstrukturen
ndet sich im Beweis von Satz 3.59.
4. -Simulationen
Der Begri der Bisimulation, der aus der Theorie der Transitionssysteme
stammt, ist einer der wichtigsten in der Coalgebra ([Rut00b]). Die intendierte
Semantik ist: Zwei Elemente einer Coalgebra sind bisimilar, d.h. durch eine Bi-
simulation verbunden, wenn sie \ununterscheidbar" sind
1
. Wir denieren etwas
allgemeiner:











Simulation (zwischen den A
i
), wenn auf R eine Coalgebrenstruktur 
R
: R! FR

























wird -Simulationsstruktur (auf R) genannt.
Ist (A)
i2
eine konstante Familie, so spricht man von einer -Simulation auf
A. Im Fall  = 2 redet man von einer Bisimulation, und eine Bisimulation, die
gleichzeitig eine

Aquivalenzrelation ist, nennt man Bisimulations

aquivalenz.
Der folgende Satz fat grundlegende Aussagen

uber -Simulationen zusammen:





eine Familie von Coalgebren. Dann gilt:
(1) Eine Abbildung ist f : A! B genau dann ein Homomorphismus, wenn Gr f ,
der Graph von f , eine Bisimulation zwischen A und B ist (daher nennt man
Coalgebrenhomomorphismen auch funktionale Bisimulationen ).
(2) Ist R eine Coalgebra und ('
i




eine Familie von Homomor-














2 Rg eine -Simulation
zwischen den A
i





(3) Beliebige Vereinigungen von -Simulationen zwischen den A
i
sind wieder














ist genau dann Element von 

, wenn eine Coal-
gebra C, eine Familie ('
i

















at auch als Verhaltensgleichheit interpretiert. Da dieser Begri aber




Aquivalenzrelation ist, was nicht immer der Fall ist,
bevorzugen wir den Begri der Ununterscheidbarkeit.
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(5) F
















fQ j Q  R;Q ist eine   Simulationg:
Wenn keine Verwechslungen auftreten k

onnen, schreiben wir [R] statt [R]

.




































ur jede Bisimulation R  A  B zwischen A und B ist die umgekehrte
Relation R
 
:= f(b; a) j (a; b) 2 Rg eine Bisimulation zwischen B und
A, und da die Diagonale auf jeder Coalgebra eine Bisimulation ist, ist die
gr

ote Bisimulation auf einer Coalgebra reexiv und symmetrisch.













in Relation gesetzt werden, heien -similar. Im Falle  = 2
redet man von bisimilaren Paaren. Eine -Simulation, bei der alle Projektionen
surjektiv sind, nennt man total. Gibt es f






Simulation, so nennt man die Familie -similar.
F

ur Transitionssysteme und Automaten erh

alt man die schon in Kapitel 2 be-
sprochenen Bisimulationsbegrie, wie man leicht nachrechnet.
Die -Simulationsstruktur auf einer -Simulation R mu nicht eindeutig sein.
In Satz 4.23 wird diese Frage n

aher untersucht.
Man kann die von einer -stelligen Relation R coerzeugte -Simulation [R]

analog zur Nerode-Kongruenz auf einem Automaten berechnen, indem man mit














eine -stellige Relation. Dann deniert man eine




















































, so nennen wir R









Mit diesen Notationen gilt:
Satz 3.24. 1. F















































ur eine Ordinalzahl  gilt, so ist R

sicherlich eine
-Simulation. Umgekehrt gilt: Wenn wir f

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ur alle i <  erf









)w 2 F (R

























existiert, folgt daraus, da jede Menge
nur eine Menge von Teilmengen besitzt.
In Kapitel 5 werden wir untersuchen, wie schnell die -Sequenz konvergiert. Die hier
gemachte Denition ist eine Verallgemeinerung der von James Worrell in [Wor99a]
gegebenen.
5. Untercoalgebren und Nachfolgermengen
Definition 3.25 ([Rut00b, Gum99]). SeiA eine Coalgebra. Eine Teilmenge
U  A ist abgeschlossen, wenn eine Coalgebrenstruktur 
U






) ,! A zum Homomorphismus macht. U = (U; 
U
) ist dann
















Abgeschlossene Mengen sind also nichts anderes als 1-Simulationen. Die Coal-
gebrenstruktur 
U
: U ! FU , die eine abgeschlossene Menge zur Untercoalge-
bra macht, ist eindeutig bestimmt, so da wir im folgenden abgeschlossene Men-
gen und Untercoalgebren identizieren. Aus Satz 3.21.(1) folgt, da f

ur eine
Coalgebra A eine Teilmenge U  A genau dann eine Untercoalgebra ist, wenn

U
= f(u; u) 2 AA j u 2 Ug eine Bisimulation auf A ist.
Beispiel 3.26 (Transitionssysteme): Ist A eine P-Coalgebra, so ist eine Teilmenge U  A
genau dann eine Untercoalgebra, wenn sie gegen ausgehende Transitionen abgeschlossen
ist, d.h., wenn f

ur jedes u 2 U und jedes a 2 A aus u!
A
a folgt, da a 2 U ist.
Beispiel 3.27 (Automaten): Sind C und M Mengen und ist A eine C  ( )
M
-Coalgebra,
so ist eine Teilmenge U  A genau dann eine Untercoalgebra, wenn sie gegen ausgehende
Transitionen abgeschlossen ist, d.h., wenn f

ur jedes u 2 U und jedesm 2M auch Æ(u;m) 2
U ist.




Lemma 3.28 ([Gum99]). Sei A eine Coalgebra. Dann ist U  A genau dann
abgeschlossen, wenn 
A





ur jedes u 2 U gilt.
Ist F standard, so bedeutet die Bedingung des Lemmas





ur eine P-Coalgebra A ist eine Teilmenge U  A also genau dann abgeschlossen,
wenn 
A
u  U f

ur jedes u 2 U gilt, anders gesagt, wenn U mit dem Zustand u
auch alle Nachfolger von u enth

alt. Motiviert von diesem Beispiel denieren wir:
Definition 3.29. Seien A 2 Set, u 2 FA. Der F -Filter von (A; u) ist die
Menge








eine Coalgebra und a 2 A ein Zustand, so heit U  A Nach-
folgermenge von a, wenn U 2 F(A;
A
a) gilt.
36 3. GRUNDBEGRIFFE DER COALGEBRA
In [Trn71a] wird ebenfalls F(A; u) deniert, dort werden allerdings nur die
(A; u) betrachtet, f

ur die F(A; u) 6= P(A) gilt.
Oensichtlich gilt f

ur jede Menge A und jedes u 2 FA, da F(A; u)[f;g gerade






ur jedes A 2 Set und jedes u 2 FA ist F(A; u) ein Filter (wobei
der triviale Filter P(A) zugelassen ist).
Beweis. F(A; u) ist oensichtlich gegen Obermengen abgeschlossen. F(A; u)
ist gegen endliche Schnitte abgeschlossen, da F endliche Schnitte erh

alt.
Mit dem Begri der Nachfolgermenge l

at sich Lemma 3.28 so umformulieren:




eine Coalgebra, U  A eine Teilmenge.
Dann ist U genau dann eine Untercoalgebra, wenn U Nachfolgermenge jedes u 2 U
ist.
Da Untercoalgebren 1-Simulationen sind, sind sie gegen Vereinigungen abge-
schlossen. Es gilt aber auch:
Satz 3.32. Sind U; V zwei Untercoalgebren der Coalgebra A, dann ist auch
U \ V eine Untercoalgebra von A. Also bilden die Untercoalgebren einer Coalgebra
A eine Topologie auf A.
Beweis. Das folgt sofort aus den S

atzen 3.30 und 3.31.
6. Kongruenzen










angt. Im Kontext von [Rut00b] stimmen diese Begrie

uberein, da in [Rut00b]
nur Funktoren betrachtet werden, die schwache Pullbacks erhalten. Im Zuge der




Definition 3.33 (homomorphes Bild, Kongruenz). Eine Coalgebra B ist ho-
momorphes Bild der Coalgebra A, wenn ein surjektiver Homomorphismus ' : A
B existiert. Eine

Aquivalenzrelation R  A  A ist eine Kongruenz auf A, wenn
R der Kern eines Homomorphismus mit Denitionsbereich A ist. Die Menge aller
Kongruenzen auf A wird mit Con(A) bezeichnet. Eine Relation R  A  A heit
Pr

akongruenz, wenn die von R erzeugte

Aquivalenzrelation Eq(R) eine Kongruenz
ist.
Lemma 3.34 ([Gum99]). F

ur eine Coalgebra A und eine

Aquivalenzrelation
R auf A sind die folgenden Aussagen

aquivalent:
1. R ist eine Kongruenz auf A.




ur die die kanonische
Projektion 
R
: A ! (A=R; 
R
) ein Homomorphismus ist.

















A=R, versehen mit der kanonischen Transitionsstruktur des Lemmas, bezeich-
nen wir mit A=R, die Transitionsstruktur mit 
R
. Wir nennen A=R einen Faktor
von A und bezeichnen den Projektionshomomorphismus mit 
R
: A ! A=R.
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Beispiel 3.35: Auf jeder Coalgebra A ist die Diagonale 
A
die kleinste Kongruenz.




Beispiel 3.37 (Transitionssysteme): Eine

Aquivalenzrelation R auf einer P-Coalgebra A

























) 2 R gibt. - In diesem Fall gibt es, da
R symmetrisch ist, auch f


















Beispiel 3.38 (Automaten): Seien C und M Mengen. Eine

Aquivalenzrelation R auf ei-
ner C  ( )
M







































uberein. In Behauptung 3.44 und Hauptsatz 4.61
werden wir die Funktoren charakterisieren, f

ur deren Coalgebren dies der Fall ist.
Zun

achst aber einige Aussagen

uber Kongruenzen. Lemma 3.14 zeigt:
Lemma 3.39 ([Gum99]). Sind R;Q Kongruenzen auf der Coalgebra A, so gilt





















Satz 3.40 (Homomorphiesatz [Gum99]). F

ur jeden Homomorphismus ' :










Insbesondere ist jedes homomorphe Bild von A isomorph zu einem Faktor von A.
Kongruenzen lassen sich auf Untercoalgebren einschr





ur jede Kongruenz R auf A und jede Untercoalgebra U
von A ist R\ (U U) eine Kongruenz auf U . Ist umgekehrt R eine Kongruenz auf
U , so ist R [
A
eine Kongruenz auf A.
























gilt, wenn man beachtet, da in Set (und nach
Satz 3.1 auch in Set
F
) Pushouts von injektiven Abbildungen injektiv und Pushouts
von surjektiven Abbildungen surjektiv sind (s. z.B. [Lan71]).
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Die Kongruenzen auf einer Coalgebra bilden einen vollst

andigen Verband:
Behauptung 3.42 ([Gum99]). F

ur jede reexive Relation R  A A auf A
gibt es eine gr

ote Kongruenz auf A, die in R enthalten ist. Die Menge Con(A)
aller Kongruenzen auf A, geordnet durch die mengentheoretische Inklusion, ist ein
vollst

andiger Verband, wobei f
















gilt. Also gibt es eine gr

ote Kongruenz auf A, die wir mit r
A
bezeichnen.
Wir betrachten noch den Fall, da A eine Coalgebra eines Produktes mehrerer
Funktoren ist:



























ur jedes i 2 I eine F
i


















A die kanonische Projektion ist.



































onnen. Dies ist aber

uber die universelle Eigenschaft des
Produktes in der Kategorie Set

aquivalent dazu, da wir f























onnen, also dazu, da R f







Ein erster Zusammenhang zwischen Bisimulationen und Kongruenzen ist:
Behauptung 3.44 ([AM89]). Jede Bisimulation auf einer Coalgebra ist eine
Pr

akongruenz. Insbesondere ist jede Bisimulations





uhren einen etwas einfacheren Beweis als den in [AM89] ange-





: R ! A bzgl. einer geeigneten Coalgebrenstruktur auf R Ho-




ist gerade der Faktor von A nach der
von R erzeugten

Aquivalenzrelation Eq(R), was zeigt, da Eq(R) eine Kongruenz,











Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, wie man an folgendem \klassischen" Bei-
spiel aus [AM89] (s. auch [GS01d]) sieht:
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Beispiel 3.45: Wir betrachten den Funktor ( )
3
2




habe die Grundmenge A := fa; bg und die Transitionsstruktur 
A
a := (a; a; b), 
A
b :=
(a; b; b). Dann ist A  A eine Kongruenz auf A, aber keine Bisimulation. Es gilt sogar:
Die gr

ote Bisimulation auf A ist 
A
.




ahrend in Set die epis genau die surjektiven Abbildungen und die monos
genau die injektiven Abbildungen sind, ist die Sache in Set
F
nicht so einfach. Es
gilt:
Satz 3.46 ([Rut00b]). F

ur jeden Homomorphismus ' : A ! B gilt:
 ' ist genau dann epi in Set
F
, wenn ' surjektiv ist.
 ' ist mono in Set
F
, wenn ' injektiv ist.
Homomorphismen, die mono sind, lassen sich wie folgt charakterisieren:





gilt, wenn also die von Ker' coerzeugte Bisimulation die
Diagonale ist.






! A die kanonischen
Projektionen. Es gilt ' Æ 
1
= ' Æ 
2
























































Beispiel 3.48 ([GS00]): Der Funktor ( )
3
2
liefert ein Beispiel f

ur einen nicht injektiven
mono. Mit den Notationen von Beispiel 3.45 gilt: Ist  : A ! A=r
A
der eindeutige
Homomorphismus, so ist  mono, aber oensichtlich nicht injektiv.
Wir werden die Fragestellung, wann jeder mono in Set
F
injektiv ist, in Ab-
schnitt 4.9 noch einmal aufgreifen.
8. Einfache und extensionale Coalgebren
Wir haben in Kapitel 2 gesehen, da Automaten und Transitionssysteme, auf
denen die gr

ote Bisimulation die Diagonale ist, coinduktive Beweise erlauben.
Definition 3.49 ([GS01d]). Eine Coalgebra A heit







ote Bisimulation auf A ist.
Korollar 3.50 ([Gum99]). Jede einfache Coalgebra ist extensional. F

ur jede
Coalgebra A ist A=r
A










simulation auf A ist, d.h., wenn sie in unserem Sinne extensional ist. In dem von
Rutten betrachteten Rahmen stimmen die beiden Begrie

uberein, da er sich nur f

ur
Funktoren F interessiert, die schwache Pullbacks erhalten (s. Abschnitt 4.10). Die
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hier gew

ahlte Begriichkeit hat den Vorzug, da sie klarer zum Ausdruck bringt,





x  y ) x = y:
Wenn man Bisimilarit

at als Ununterscheidbarkeit unter Observationen versteht,
kann man das Extensionalit

atsprinzip wie folgt formulieren: Zwei Elemente, die
sich nicht unterscheiden lassen, sind gleich. Man erh





ur jede Coalgebra A sind folgende Aussagen

aquivalent:
 A ist extensional.
 Jeder Homomorphismus mit Denitionsbereich A ist mono.
 F

ur jede Coalgebra B gibt es h

ochstens einen Homomorphismus B ! A.
Weiterhin sind f

ur A folgende Aussagen

aquivalent:
 A ist einfach.
 Jeder Homomorphismus mit Denitionsbereich A ist injektiv.
Beweis. Die ersten drei

Aquivalenzen stammen aus [Gum99], f

ur den zweiten
Teil mu man nur bemerken, da die Kongruenzen auf A genau die Kerne von
Homomorphismen mit Denitionsbereich A sind und ein Homomorphismus genau
dann injektiv ist, wenn sein Kern die Diagonale ist.
9. Terminale und cofreie Coalgebren
Definition 3.52. Eine terminale (oder nale) F -Coalgebra ist ein terminales
Objekt von Set
F




ur jede F -Coalgebra A 2 Set
F
genau ein F -Homomorphismus !
A
: A ! T existiert. Eine schwach terminale




ur jede Coalgebra A 2 Set
F
mindestens
ein Homomorphismus A ! S existiert.
Sei C eine Menge. Eine cofreie F -Coalgebra






), bestehend aus einer F -Coalgebra (T(C); 
C
) und einer Ab-
bildung "
C





F -Coalgebra A und jede Abbildung (F

arbung) ' : A ! C gibt es genau einen
F -Homomorphismus ~' : A ! T(C) mit "
C



















ur jede Farbmenge C eine cofreie Coalgebra

uber C existiert, nennen
wir F - J. Adamek und H. Porst ([AP01]) folgend - einen Covarietor.
Die Denition des Homomorphismus ~' : A ! T(C) aus der Abbildung ' : A!
C nennt man auch coinduktive oder corekursive oder coiterative Denition. In
Kapitel 2 haben wir schon eine Anwendung dieses Prinzips gesehen, man vergleiche
die Arbeiten von Rutten [Rut00b, Rut00a] bzw. Rutten und Jacobs [JR97] f

ur










)) eine terminale C  F -Coalgebra ist. Weiterhin gilt:
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Behauptung 3.53 ([GS01a]). Ist S 2 Set
F
schwach terminal, so ist S=r
S
terminal. Also existiert in Set
F
genau dann eine schwach terminale Coalgebra,
wenn eine terminale Coalgebra existiert, und eine Coalgebra ist genau dann schwach
terminal, wenn sie Retrakt der terminalen Coalgebra ist.
Ein Beispiel f

ur eine terminale Coalgebra ist der terminale Automat aus
Kapitel 2:
Beispiel 3.54 ([Rut00b, GS01a]): Seien C;M nicht-leere Mengen. Dann ist f

ur den
Funktor C  ( )
M






die Menge der endlichen Folgen

uber M ist. Die Transitions-











; ' 7! ('(); m:w:'(m  w));
wobei  die leere Folge bezeichnet und m  w die Konkatenation des Zeichens m mit der
endlichen Folge w. In Automatenschreibweise bedeutet das (mit den Notationen aus


















(';m)(w) := '(m  w):
F

ur eine C  ( )
M
-Coalgebra A = (A;
A





















Eine wichtige Eigenschaft der terminalen Coalgebra beschreibt folgender Satz:
Satz 3.55 ([Gum99]). Wenn eine terminale Coalgebra S existiert, so gibt es
f

ur jede Coalgebra A und jedes a 2 A genau ein Element in S, das zu a bisimilar
ist. Weiterhin ist eine Coalgebra genau dann einfach, wenn sie isomorph zu einer
Untercoalgebra von S ist.
Dieser Satz impliziert nicht, da zwei Zust

ande einer F -Coalgebra A genau
dann bisimilar sind, wenn sie vom eindeutigen Homomorphismus !
A
: A ! S





at eine transitive Relation ist, was nicht richtig sein mu

















oglichkeit, nachzuweisen, da f

ur einen Funktor F keine terminale Coal-
gebra existiert, ergibt sich aus folgender Aussage:
Satz 3.56 ([Lam68]). Ist T = (T; 
T
) eine terminale Coalgebra, so ist 
T
:
T ! FT bijektiv, d.h., die Zustandsmenge der terminalen Coalgebra ist ein Fix-
punkt von F .




at sich nicht umkehren, es gibt Funktoren, die einen Fixpunkt
besitzen, aber keine terminale Coalgebra, wie in [AK95] bewiesen wurde. Das steht
im Gegensatz zur Situation bei initialen Algebren, denn f

ur jeden Set-Endofunktor
F gilt (Adamek und Koubek [AK79]): Wenn F Injektionen erh

alt (was man immer
annehmen kann), dann gibt es genau dann eine initiale F -Algebra, wenn F einen
Fixpunkt hat.
Die Bildung cofreier Coalgebren ist funktoriell: Ist F ein Covarietor, so erh

alt
man einen Funktor T : Set ! Set
F
, der jeder Menge C die cofreie F -Coalgebra
T(C)

uber der Farbmenge C zuordnet, jeder Abbildung f : A! B den eindeutigen
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Dieser Funktor T ist rechtsadjungiert zum VergifunktorU : Set
F
! Set, er ist das
Bindeglied zwischen der Theorie der Coalgebren und den aus der Kategorientheorie
bekannten Comonaden (s. z.B. [AHS90]): Wir erhalten n

amlich einen neuen Set-
Endofunktor T := U Æ T : Set ! Set, eine nat








! I und eine weitere nat

urliche Transformation  : T

! T ÆT ,
indem wir f








: T (A)! T (T (A))
setzen. Damit ist (T; "; ) eine Comonade, und es ist leicht zu sehen, da die






Jede Transformation (s. Denition 3.11)  : F ! G induziert eine Objekt-




, die jeder F -Coalgebra A die G-Coalgebra




) zuordnet. Ist  nat

urlich, so gilt sogar:
Satz 3.58 ([Rut00b]). Jede nat

urliche Transformation  : F

! G induziert




, der jede F -Coalgebra (A;
A





) abbildet und auf F -Homomorphismen die Identit

at ist. Die-









urliche Transformation  : F








zu vergleichen. Ist F ein Unterfunktor von G, dann ist
jeder G-Homomorphismus zwischen zwei transformierten F -Coalgebren schon ein
F -Homomorphismus, genauer:
Satz 3.59. Sei  : F

! G eine nat

urliche Transformation, B 6= ; eine nicht-
leere Menge. Dann sind f






: FB ! GB ist injektiv.
2. F




































Beweis. (1))(2): Seien 
B




































at des oberen Quadrates.
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(2))(3) ist oensichtlich. (3))(1): Seien u; u
0























































, also u = u
0
.
Kongruenzen sind kompatibel mit Unterfunktoren, genauer:
Satz 3.60. Sei F ein Unterfunktor von G. Dann gilt f








Aquivalenzrelation R  A  A auf A ist genau dann eine
F -Kongruenz auf (A;
A






Beweis. Da R eine F -Kongruenz ist, ist nach Lemma 3.34


























also dazu, da R eine G-Kongruenz ist.
In Beispiel 3.45 haben wir gesehen, da eine entsprechende Aussage f

ur Bisimu-
lationen nicht gilt. Dort haben wir eine ( )
3
2
-Coalgebra A angegeben, auf der
die gr





Uber die oensichtliche injektive
nat







erhalten wir aus A eine ( )
3
-Coalgebra
(A), auf der die gr

ote Bisimulation die Allrelation AA ist.
11. Bemerkungen und Literatur
Der f

ur die gesamte Coalgebra grundlegende Artikel ist [Rut00b], wo eine
Theorie der Coalgebren f

ur Set-Funktoren, die schwache Pullbacks erhalten, ent-
wickelt wird. Es gab allerdings Vorl

aufer: In [Mar85] dualisiert Marvan die
















: In [Lam68] be-
trachtet Lambek Coalgebren (wenn er sie auch nicht so nennt) und beweist u.a.,
da Kategorien von Coalgebren covollst

andig sind.
In [TG69] und [AKP72] leiten V. Trnkova and P. Goralc






uber Kategorien von Set-Coalgebren her. Der in
diesen Artikeln betrachtete Rahmen ist: Gegeben sind zwei Set-Endofunktoren F
und G, f

ur die die Kategorie der (F;G)-Algebren (wir w

urden sie heute vielleicht
Bialgebren nennen) betrachtet wird, deren Objekte Paare (A;
A
: FA ! GA)
sind. Danach scheinen diese Artikel fast in Vergessenheit geraten zu sein (ich bin
J. Adamek dankbar daf

ur, da er mich auf diese Artikel hingewiesen hat).
In [AT90] verallgemeinern J. Adamek und V. Trnkova die Automatentheorie





; ; i) betrachten, wobei (A;
A
: FA ! A) eine Algebra eines
Funktors F ist,  : A ! C eine Ausgabefunktion, i : I ! A eine Funktion, die
die Startzust

ande deniert (dieser Automaten-Begri geht auf Arbib und Manes
[AM74] zur

uck). Sie diskutieren auch minimale Realisierungen solcher Automaten.
Einureich in der Coalgebra sind Peter Aczels Buch [Acz88] und der Artikel
[AM89] von Aczel und Mendler geworden, in denen die Autoren den Begri der
Coalgebra und der Kongruenz im hier verwendeten Sinn denieren und Zusam-
menh

ange zwischen terminalen Coalgebren einerseits und nichtfundierten Mengen
andererseits herstellen sowie einen recht allgemeinen Existenzsatz f

ur terminale
Coalgebren beweisen. Auch in [BM96] von Barwise und Moss werden nichtfun-
dierte Mengen im Zusammenhang mit Coalgebren betrachtet.
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In [TR98, RT94] zeigen Rutten und Turi die Relevanz von Coalgebren f

ur








Der eigentliche Durchbruch f

ur eine Theorie der Coalgebren wurde durch
[Rut00b] erreicht, wo Jan Rutten anhand vieler Beispiele demonstriert, da sich
viele zustandsbasierte Systemen als Coalgebren eines Set-Endofunktors modellieren
lassen. Er entwickelt die Theorie f

ur Funktoren, die schwache Pullbacks erhalten
(und implizit wird angenommen, da Untercoalgebren unter unendlichen Schnitten
abgeschlossen sind). Diese Voraussetzungen, die in den n

achsten Jahren in etlichen
Arbeiten verwendet wurden, scheinen in der Praxis meistens erf

ullt zu sein. Ande-
rerseits stellte sich heraus, da einige Resultate aus [Rut00b] auch ohne Voraus-
setzungen an den Funktor g

ultig sind, und es fanden sich Funktoren, die interessant
erschienen, aber schwache Pullbacks nicht erhielten. In [Gum99, GS00, GS01d]
sind diese Fragen weiter untersucht worden.
Comonaden werden im Zusammenhang mit Coalgebren z.B. von Power in
[PW00], Turi in [Tur96], Lenisa in [Len99] sowie Turi und Plotkin in [TP97]
verwendet. Worrell ([Wor98]), Johnstone et al. ([JPT
+
01]) sowie Power und
Watanabe ([PW98]) untersuchen Kategorien von Coalgebren aus kategorientheo-
retischer Sicht, und in [Kur00, Kur01, Kur99] entwickelt Alexander Kurz eine
Theorie der Coalgebra

uber allgemeineren Kategorien, allerdings sind seine Aussa-




acher als die in dieser Arbeit
entwickelten. Der Artikel [KM00] von Kawahara und Mori beweist ebenfalls einige
Aussagen

uber Kongruenzen und nat

urliche Transformationen, wobei die Autoren
den (unn

otigen, s. die S
















In [Rut00b] hat Jan Rutten eine Theorie der Coalgebra f

ur Funktoren ent-
wickelt, die schwache Pullbacks erhalten. Wie wir in Kapitel 3 gesehen haben,
lassen sich viele Aussagen auch ohne diese Voraussetzung beweisen. Ziel dieses Ka-
pitels ist es, zu untersuchen, wie Limes-Erhaltungseigenschaften des Funktors F mit
bestimmten Eigenschaften der F -Coalgebren zusammenh

angen. Die Abschnitte 1
und 2 enthalten eine Zusammenstellung der f

ur dieses Kapitel wichtigsten Aussa-
gen

uber (schwache) Limites, die Erhaltung von Limites durch F und den f

ur die
Coalgebra wohl wichtigsten Typ von Limes, den Pullback. Weiterhin werden wir se-




Eine der Kernaussagen aus [Rut00b] ist: Wenn F schwache Pullbacks erh

alt,
dann ist der Pullback zweier F -Homomorphismen in Set eine Bisimulation, kurz
(so Turi in [Tur96]): \pullbacks lift to bisimulations". In Abschnitt 4 werden wir
diese Aussage verallgemeinern und vor allem eine Umkehrung beweisen: Dazu ver-








, und zeigen, da F einen nicht-leeren Limes genau
dann erh
























. In Abschnitt 5 werden wir sehen, da
unter der Voraussetzung 

D





D gilt, wenn F den





alt. Daraus folgt z.B., da Produkte von
zwei Coalgebren in Set
F
genau dann immer durch die gr

ote Bisimulation gegeben
sind, wenn F alle endlichen mono-sourcen erh

alt.
Die Abschnitte 6-10 untersuchen die coalgebraische Bedeutung der (schwachen)
Erhaltung bestimmter Klassen von Limites, u.a. werden folgende Zusammenh

ange





alt (nicht-leere) In Set
F
gilt:
Pullbacks schwach () Die Komposition von Bisimulationen ist
immer eine Bisimulation
Kerne schwach () Jede Kongruenz ist eine Bisimulation.
() Jeder mono ist injektiv.
Urbilder () Urbilder von Untercoalgebren unter Homo-
morphismen sind Untercoalgebren
() Jeder Homomorphismus in eine Summe in-




ur   !) () -Schnitte von Untercoalgebren sind Un-
tercoalgebren
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Diese Eigenschaften sind nicht unabh




















Monoid M untersucht. Dieser Funktor M
( )
verallgemeinert den Potenzmengen-
funktor. Seine Coalgebren sind Transitionssysteme, die f

ur jedes Element von M
eine Transitionsrelation haben. Es zeigt sich, da bestimmte algebraische Eigen-
schaften von M

aquivalent zur Erhaltung von Urbildern, Kernen und schwachen
Pullbacks durchM
( )
sind, und wir werden dort durch geeignete Wahl vonM Bei-
spiele f

ur Funktoren nden, die zwar Kerne schwach erhalten, nicht aber schwache
Pullbacks.
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1. Limites und schwache Limites in Set
In diesem Abschnitt werden einige bekannte Aussagen - man vgl. z.B. [Lan71,
HS73, AHS90] - zu Limites und schwachen Limites in Set zusammengestellt, und
wir geben Bedingungen daf

ur an, wann ein Funktor einen Limes (schwach) erh

alt.
Schwache Limites eines Diagramms in Set sind genau die Retrakte des Limes
dieses Diagramms (das gilt sogar f

ur jeden schwachen Limes eines Diagramms in
einer Kategorie, wenn der Limes dieses Diagramms existiert). Genauer: Ist D ein
Diagramm in Set, (L; (
i






) der Limes dieses Diagramms, so ist















uber D genau dann ein schwacher
Limes, wenn die eindeutige vermittelnde Abbildung p : L
0
! L, die 
i






















Jede der Abbildungen 
i
nennen wir eine kanonische Projektion von L. Man kann
einen (schwachen) Limes eines Diagramms elementweise beschreiben:
Definition 4.1 (kompatible Auswahl). Sei D ein Diagramm in Set. Eine



































Der Limes von D ist gerade die Menge aller kompatiblen Auswahlen, genauer:
Lemma 4.2. Sei D ein Diagramm in Set. Dann ist ein kompatibler Kegel
(L; (
i




































) ein Limes von D, wenn
es immer genau so ein l 2 L gibt.




Lemma 4.3. Sei D ein Diagramm in Set, (L; (
i







von D. Dann erh












von FD, dem Bild von D unter F , ein v 2










ullt. Ist dieses v sogar immer
eindeutig, so erh

















Lemma 4.4. Sei D ein Diagramm in Set. F erh

alt den Limes von D genau
dann schwach, wenn F schwache Limites von D erh

alt. Ist eine der kanonischen
Projektionen von limD injektiv, so erh

alt F den Limes von D genau dann, wenn




Der innerhalb der Coalgebra wohl wichtigste Limes ist der Pullback. Das liegt
einerseits daran, da sich viele interessante Objekte (z.B. Schnitte und Urbilder von
Untercoalgebren) als Pullbacks interpretieren lassen, andererseits daran, da viele
in der Praxis wichtige Funktoren Pullbacks schwach erhalten. In diesem Abschnitt
untersuchen wir grundlegende Eigenschaften verschiedener Typen von Pullbacks.







phismen mit gleichem Wertebereich; diese Limites nennen wir I-Pullbacks oder,
wenn wir I nicht spezieren wollen, verallgemeinerte Pullbacks. Wenn wir beto-
nen wollen, da wir Pullbacks und nicht schwache Pullbacks meinen, reden wir
manchmal von strikten Pullbacks .
Seien f : A! C, g : B ! C zwei Abbildungen. Nach Lemma 4.2 ist die Menge
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Ist f injektiv (surjektiv), so ist auch 
2
injektiv (surjektiv) - man sagt kurz: Pull-
backs von Injektionen (Surjektionen) sind Injektionen (Surjektionen). Folgendes
Kriterium, das wir sehr h

aug verwenden werden, ist ein Spezialfall von Lemma
4.3:
Lemma 4.5. F erh

alt genau dann den Pullback der Abbildungen f : A ! C,
g : B ! C schwach, wenn f

ur alle u 2 FA, v 2 FB mit (Ff)u = (Fg)v ein
w 2 F (f(a; b) 2 A B j fa = gbg) existiert mit (F
1
)w = u, (F
2
)w = v. Genau
dann erh

alt F den Pullback von f mit g, wenn dieses w existiert und eindeutig ist.







in Set. Ein Pullback dieses Diagramms heit
Kern von f : wenn A = B und f = g gilt.
Urbild von B entlang f : wenn g injektiv ist.
klassizierendes Urbild: wenn B = 1 und C = 1+1 ist und g die kanoni-
sche Einbettung von 1 in den rechten Summanden von 1 + 1 ist.
Schnitt von A und B: wenn f und g injektiv sind.
F

ur eine Kardinalzahl  heit der verallgemeinerte Pullback einer -indizierten
Familie von injektiven Abbildungen mit gleichem Wertebereich entsprechend -
Schnitt . Wir werden auch Pullbacks in Set
F
entlang einer injektiven Abbildungen
Urbilder nennen, Pullbacks von injektiven Abbildungen Schnitte.
Die Bezeichnung \Urbild" rechtfertigt sich aus folgendem: Ist f : A ! B eine















d.h., das Urbild von V unter f ist nichts anderes als die Grundmenge des Pull-
backs von f mit 
B
V
. Da man jede Injektion als kanonische Einbettung auffassen
kann, rechtfertigt das den Begri Urbild f

ur einen Pullback entlang einer injektiven
Abbildung. Der Begri klassizierendes Urbild kommt daher, da 2 = 1 + 1 der
subobject classier ([Bor94c]) in der Kategorie Set ist.
Ist f : A! B eine Abbildung, so ist der Pullback von f mit sich selbst gegeben
durch die Menge Kerf = f(a; a
0
) 2 A j fa = fa
0
g, also durch den Kern von f ,
weswegen wir solche Pullbacks Kerne nennen. Aus Lemma 4.4 schlieen wir direkt:
Lemma 4.6. F erh

alt ein Urbild genau dann, wenn F dieses Urbild schwach
erh

alt, und einen Schnitt genau dann, wenn F diesen Schnitt schwach erh

alt.
Die meisten Funktoren, die in Anwendungen vorkommen, erhalten schwache
Pullbacks: der Potenzmengenfunktor P , der Filterfunktor F , alle polynomialen





alt schwache Pullbacks nicht.
In der Kategorientheorie ist die Verwendung von schwachen Pullbacks wesent-
lich weniger gebr

auchlich als die von Pullbacks. Es zeigt sich, da sich viele Aus-
sagen

uber Pullbacks auf schwache Pullbacks

ubertragen lassen. Es gilt, wie man
leicht nachpr







Lemma 4.7 (Pullback-Lemma). Sei
  
  
ein kommutatives Diagramm in einer Kategorie. Dann gilt:
(1) Sind beide Quadrate (schwache) Pullbacks, so auch das Rechteck.
(2) Sind das Rechteck und das rechte Quadrat Pullbacks, so ist das linke Quadrat
ein Pullback.







uhrt F auch das Rechteck in einen (schwachen)
Pullback. Sind das Rechteck und das rechte Quadrat Pullbacks und erh

alt F diese
beiden Pullbacks, dann erh

alt F auch den Pullback, den das linke Quadrat bildet.
Kurz gesagt: Pullbacks und schwache Pullbacks lassen sich \verkleben", Pull-
backs lassen sich auch \rechts k

urzen".
Bemerkung 4.8. Daraus, da im obigen Diagramm das Rechteck ein Pullback
ist, das rechte Quadrat ein schwacher Pullback, folgt im allgemeinen nicht, da das


















wobei ! : 2! 1 und !
0
: 22! 1 die eindeutigen Abbildungen sind. Das Diagramm
kommutiert oensichtlich, das Rechteck ist ein Pullback und das rechte Quadrat
ein schwacher Pullback, aber (2 2; id; 
2
) ist kein schwacher Pullback von ! mit !
0
,
denn die Grundmenge des Pullbacks dieser beiden Abbildungen hat j2 2j  j2j = 8
Elemente.
Eine Konsequenz aus dem Pullback-Lemma ist:
Korollar 4.9. F erh

alt genau dann Urbilder, wenn F klassizierende Urbil-
der erh






Beweis. Da jedes klassizierende Urbild ein Urbild ist, folgt daraus, da F
Urbilder erh

alt, auch die Erhaltung von klassizierenden Urbildern.
Ist (P; 
1
: P ! A; 
2
: P ! V ) der Pullback einer Abbildung f : A ! C
mit einer injektiven Abbildung g : V ,! C, so m




















 inr : 1 ,! 2 = 1 + 1 die kanonische Einbettung in den rechten Summanden,
 !
V
: V ! 1 die eindeutige Abbildung und
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1 wenn c 2 g[V ]
0 sonst
- anders gesagt: h ist die charakteristische Funktion von g[V ].
Das untere Quadrat und das Rechteck sind beides klassizierende Urbilder, die




uhrt werden. Das Pullbacklemma
zeigt, da F dann auch den Pullback von f mit g erh

alt.
Das Erhalten von (schwachen) Pullbacks setzt sich i.a. nicht auf Unterfunkto-









alt nicht einmal schwache
Pullbacks. Hingegen setzt sich das Erhalten von (schwachen) Pullbacks auf Zerle-
gungen eines Funktors fort. Genauer gilt, wie man sofort nachpr

uft:




eine Familie von Set-Funktoren, f : A ! C, g :

























alt den Pullback von f mit g (schwach).
Dieser Satz l

at sich genauso f

ur verallgemeinerte Pullbacks beweisen. Damit
ist leicht zu sehen, da jeder polynomiale Funktor verallgemeinerte Pullbacks erh

alt.





onnen wir nach Satz 3.10 die Komponentenzerlegung von F durchf

uhren,
also F in Unterfunktoren F
e
, e 2 F (1), zerlegen, f









(1) = 1 f

ur alle e 2 F (1) gilt. Dann erhalten aber alle F
e
sowohl verallgemeinerte
Pullbacks als auch das terminale Objekt 1, folglich alle Limites (s. z.B. [HS73]).
Weiterhin gilt (s. z.B. [Trn71a], Kapitel VII und VIII), da ein Set-Endofunktor
genau dann alle Limites erh





ur eine Menge M ist.








ur geeignete Mengen M
e
gilt, da F
also polynomial ist. Zusammenfassend:




Bemerkung 4.12. F erh

alt genau dann alle Limites, wenn F alle Produkte
erh

alt (s. z.B. [Trn71a]). Wenn F Produkte schwach erh

alt, kann man daraus
nicht folgern, da F auch alle Limites schwach erh

alt. Ein Gegenbeispiel hierf

ur
ist der wesentliche Potenzmengenfunktor P
0
, ein Unterfunktor des Potenzmengen-
funktors, deniert durch P
0
A := P(A)   f;g, der zwar Produkte schwach erh

alt,
aber Equalizer nicht (schwach) erh

alt.
Wir zeigen jetzt, warum wir Pullbacks und Equalizer mit leerer Grundmenge
fast immer ignorieren k

onnen: Sei D ein Diagramm in Set. Wir betrachten das
Diagramm D+1, das wie folgt aus D entsteht: Ist A
i
ein Objekt in D, so ist A
i
+1
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- etwas formaler gesprochen: D+1 ist das Bild von D unter dem Funktor ( )+1 :
Set! Set. Wir beweisen jetzt, da mit den eben eingef

uhrten Notationen gilt:
Lemma 4.13. Sei D ein Diagramm in Set mit leerem Limes (;; ;
A
i





























alt F den Limes von D.












) der Limes von FD ist. Dazu pr

ufen wir die









von FD. Wir m























ist eine kompatible Auswahl f

ur F (D+1),
und nach Voraussetzung an F nden wir ein w 2 F1, das F (f
i

























Folglich nden wir genau ein u
i



















das heit, wir haben mit v := u
i













alt F den Limes von D schwach.









) ist, folgt die Ein-
deutigkeit von v, d.h., F erh





Korollar 4.14. Es gilt:
 F erh






alt Pullbacks schwach () F erh

alt nicht-leere Pullbacks schwach.
 F erh






alt Kerne schwach () F erh

alt nicht-leere Kerne schwach.
 F erh






alt -Schnitte () F erh





alt Equalizer () F erh

alt nicht-leere Equalizer.
Dieses Korollar werden wir im folgenden stillschweigend verwenden.
3. Kartesische Transformationen
Jetzt betrachten wir noch Transformationen zwischen zwei Typfunktoren, bei
denen bestimmte Diagramme Pullbacks sind: Ist eine Transformation  : F ! G in
einer Abbildung f : A! B nat

urlich und das Nat

urlichkeitsdiagramm ein Pullback,
so nennen wir  nach Denition 3.11 kartesisch in f .









Untercoalgebren: Sei U  A eine F -Untercoalgebra von
A 2 Set
F
. Ist U = ;, so ist U immer eine G-Untercoalgebra von (A). Also
k

onnen wir U 6= ; annehmen. Wir nden eine Abbildung 
U
: U ! FU , so da im



























das obere Quadrat kommutiert. Das untere Quadrat kommutiert nach Vorausset-
zung, also kommutiert auch das Rechteck, was zeigt, da U eine G-Untercoalgebra
von (A) ist. Ist  zus

atzlich kartesisch in allen nicht-leeren Injektionen, ist auch
jede G-Untercoalgebra von (A) eine F -Untercoalgebra von A. Genauer gilt:
Satz 4.15. Sei  : F ! G eine Transformation zwischen F und G, die in allen
Injektionen nat

urlich ist. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent:
(1)  ist in allen Injektionen kartesisch.
(2)  ist in allen nicht-leeren Injektionen kartesisch.
(3) F

ur jede F -Coalgebra A gilt: Eine Teilmenge U  A ist genau dann eine
F -Untercoalgebra von A, wenn sie eine G-Untercoalgebra von (A) ist.
Beweis. (1))(2) ist trivial, (2))(3): Da jede F -Untercoalgebra von A auch
eine G-Untercoalgebra von (A) ist, haben wir schon vor dem Satz diskutiert. Ist
umgekehrt U  A eine G-Untercoalgebra von (A), so nden wir eine Abbildung
 : U ! GU , f





































wir nden (genau) eine Abbildung 
U
: U ! FU , die dieses Diagramm kommutativ
erg























ein Pullback ist. Da F (
A
U
) injektiv ist, m

ussen wir nur zeigen, da es ein schwacher










Damit ist U oenbar eine G-Untercoalgebra von (A;
v
A




, also nach Voraussetzung eine F -Untercoalgebra von A. Das bedeutet
aber, da ein q 2 F (U) existiert mit F (
A
U
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also 
U
u = w, was zeigt, da das Diagramm ein Pullback ist. Daraus folgt (1), da
sich jede Injektion als kanonische Injektion auffassen l

at.
Damit folgern wir aus Satz 3.12, da Untercoalgebren mit Unterfunktoren kom-
patibel sind, genauer:
Satz 4.16. Jede injektive nat

urliche Transformation  : F

! G ist in allen
Injektionen kartesisch. Insbesondere stimmen die Untercoalgebren von A 2 Set
F






D-Simulationen und das Lifting von Limites
Eine der Kernaussagen aus [Rut00b] ist: Wenn F schwache Pullbacks erh

alt,
dann ist der Pullback zweier F -Homomorphismen in Set eine Bisimulation, kurz
(so Turi in [Tur96]): \pullbacks lift to bisimulations". Um diese Aussage zu verall-
gemeinern und eine Umkehrung zu beweisen, betrachten wir jetzt -Simulationen,
die mit gegebenen Homomorphismen vertr

aglich sind. Wir werden dazu sowohl
Diagramme in Set
F









onnen wir ein Diagramm D in Set konstruieren,
indem wir auf alle Objekte und Pfeile von

D den Vergifunktor U : Set
F
! Set
anwenden. Wir nennen D das unterliegende Diagramm von

D. Wenn wir um-
gekehrt von einem Diagramm D in Set ausgehen, k






D = D konstruieren, indem wir f

ur jede Menge A
i






































ein Lifting von D (auf Set
F
).
Im folgenden wird sehr wichtig sein, da jede kompatible Auswahl des Dia-
gramms F (D) ein Lifting von D induziert, genauer erhalten wir mit Satz 3.19:





















2 D, (s. Denition 3.18) ein Lifting von D gegeben.






















der Limes des unterliegenden Diagramms D in Set. Eine

D-Simulation ist eine
Teilmenge R von L, f

ur die es eine Coalgebrenstruktur 
R










Im Spezialfall eines diskreten Diagramms

D mit  Objekten sind also

D-

















































D induziert eine Abbildung p : R!

D











2 D, deren Bild eine

D-Simulation ist, die kanonische
Abbildung dieses Kegels.
Beweis. Den Beweis f

uhrt man genauso wie f

ur -Simulationen (Satz 3.21),




uft nur die Kompatibilit

atsbedingungen.





von der Wahl von limD ab: Sind (L; (
i
























) beides Limites von D in Set und ist i : L! L
0
der vermittelnde Isomor-
phismus, so gibt es auf einer Menge R  L genau dann eine Coalgebrenstruktur, die
alle 
i
zu Homomorphismen macht, wenn es auf i[R]  L
0
eine Coalgebrenstruktur
gibt, die alle 
0
i
zu Homomorphismen macht. Wir werden uns daher nicht auf eine
\kanonische" Darstellung von limD festlegen, sondern immer die in der jeweiligen
Anwendung angenehmste verwenden.
Den folgenden Hauptsatz werden in diesem Kapitel auf etliche spezielle Limites
anwenden:








) der Limes des Diagramms D in





























Beweis.  (1))(2): Diese Implikation geht im Kern auf [Rut00b] zur

uck
und wird dort f

ur den Fall von Pullbacks formuliert und bewiesen. Sei also












, so da (Ff) Æ 
j









gilt. Nach Voraussetzung ist (FL; (F
i















) ist ein Konkurrent dieses schwachen Limes, d.h.,
wir nden eine Abbildung 
L

















ur die also jedes 
i






























































































2 D, folglich erf

ullt








)((d)) die Bedingung aus Lemma 4.3.
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Wir werden noch h

auger Limites mit nicht-leerer Grundmenge betrachten und
bezeichnen solche Limites kurz als nicht-leere Limites .
5. Limites in Set
F
und D-Simulationen










Definition 4.22 (mono-source). Ein source in einer Kategorie C ist ein Paar
(A; (f
i




), bestehend aus einem Objekt A 2 C und einer Familie









als source bezeichnen. Wollen
wir die Indexmenge I betonen, sprechen wir auch von einem I-source.
Der source (f
i









urzbar sind, d.h, wenn f

ur alle Morphismen g; h : C ! A gilt:
(8i 2 I:f
i
Æ g = f
i
Æ h)) g = h:
Die kanonischen Projektionen eines Limes bilden einen mono-source. Umge-
kehrt ist ein schwacher Limes genau dann ein Limes, wenn seine Projektionen einen
mono-source bilden.
Wir werden uns vor allem f








) in Set ist genau dann ein mono-source, wenn er die Punkte von A
trennt, d.h., wenn f

ur alle a; a
0
2 A mit a 6= a
0













































Beweis. (1))(2): Sei das Lifting















































ein mono-source ist, ist  eindeutig.
































, die nach Voraussetzung gleich sind. Wegen L 6= ;
k





D ein Diagramm in Set
F
. Wenn (L; (
i



























) (s. Satz 4.19) surjektiv.
















zum Konkurrenten des Limes, wir erhalten
also einen eindeutigen Homomorphismus  : (

D
; ) ! L mit 
i












Æ p Æ  = 
i
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= p Æ  


























































2. Es gibt einen Homomorphismus ' : L ! (

D
; ), der 
i

























; ) ist zusammen mit den Projektionen 
i








Aquivalenz von (1) und (2) sowie die Implikationen (3))(4))(2)
sind oensichtlich. (1))(3): Aus Lemma 4.24 folgt, da p surjektiv ist. Anderer-
seits existiert ein Homomorphismus  : (

D
; )! L mit 
i
Æ  = 
i















D gilt, also id
L




onnen wir jetzt das Hauptergebnis dieses Abschnitts beweisen:
Hauptsatz 4.26. Sei (L 6= ;; (
i






) der Limes des Diagramms




















; die kanonischen Homomorphismen des Limes


























andig, wenn F alle mono-sourcen erh

alt.
Beweis. (2)() (3) folgt aus Satz 4.23, (1))(2) ist oensichtlich.
(3))(1): Sei





D-Simulation gibt es nach

































D, Sei f : Q !

D
die kanonische Abbildung dieses
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die beiden Quadrate und es gilt 
i
















Æ f = F (
i
) Æ F (f) Æ 
Q
;
und da wir die F (
i




onnen, folgt  Æ f = F (f) Æ 
Q
.
Somit ist f ein Homomorphismus, der oensichtlich eindeutig ist.
Korollar 4.27. Sei (L; (
i






) der Limes des Diagramms D in
Set. Ist eines der 
i

















von D die Gleichung L = U(lim






injektiv. Dann ist auch F
i







mono-source. Der zweite Teil folgt mit Hauptsatz 4.21.
Um diese Ergebnisse anwenden zu k





Lemma 4.28 ([GS01d]). F




























die Projektionen des Produktes sind.
3. F











(8i < :F (
i
)(u) = F (
i
)(v)) ) u = v:
Beweis. (1)) (2) und (2) () (3) sind oensichtlich.
F

ur den Beweis von (2)) (1) beachte man, da die Familie (f
i













injektiv ist. Sei also (f
i
























)) ein mono source, also auch
(F (X); (F (
i






































alt. Das folgt aber daraus, da folgen-
















und F diesen -Pullback erh

alt, ihn also insbesondere in einen -mono-source ver-
wandelt.
Wir zitieren noch:
Satz 4.30 ([Trn71a]). Das Erhalten von -mono-sourcen setzt sich auf Un-







alt jeder Funktor, der Pullbacks erh

alt, auch Equalizer. Wenn F
-mono-sourcen f





alt F auch -Schnitte.
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6. Schwache Pullbacks und Coalgebren




achst, was es f

ur die Coalgebren eines Funk-
tors F bedeutet, da F schwache Pullbacks erh

alt, und beweisen dann, da das
Erhalten von schwachen Pullbacks

aquivalent zum schwachen Erhalten von Kernen
und von Urbildern ist.








ur alle F -Homomorphismen ' : A ! C und  : B ! C ist der Pullback
pb(';  ) der Abbildungen ' und  in Set eine Bisimulation zwischen A und
B.




ur alle F -Homomorphismen ' : A ! C,  : B ! D und alle Bisimulatio-
nen R zwischen C und D ist
(';  )
 
[R] := f(a; b) 2 AB j ('a)R( b)g
eine Bisimulation zwischen A und B.
Beweis. Die Implikationen (1)) (2)) (3) sind aus [Rut00b]. Die

Aquivalenz
(1) () (2) folgt direkt aus Hauptsatz 4.21, wenn man beachtet, da wir nach
Korollar 4.14 f

ur (2))(1) nur zeigen m





(2))(3): Seien R bzw. S Bisimulationen zwischen A und B bzw. zwischen B
und C. Der Pullback der Projektionen 
R
2
: R! B und 
S
1
: S ! B ist
R ./ S := f((a; b); (b; c)) j (a; b) 2 R; (b; c) 2 Sg:
Nach Voraussetzung k

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Dieser Satz impliziert, da Bisimilarit

at eine transitive Relation ist, wenn F schwa-
che Pullbacks erh

alt, d.h.: Sind A;B; C 2 Set
F
Coalgebren, a 2 A, b 2 B, c 2 C,
so folgt aus a 
A;B
b und b 
B;C
c schon a 
A;C
c. Wir beweisen noch:
Behauptung 4.32 ([Rut00b]). F erhalte schwache Pullbacks, und es existie-
re eine terminale F -Coalgebra T(1). Sind A;B 2 Set
F
zwei F -Coalgebren, a 2 A,






: A ! T(1) bzw. !
B
: B ! T(1)
die eindeutigen Homomomorphismen sind.
Beweis. Bisimilarit

at ist eine transitive Relation, da F schwache Pullbacks
erh
























In Satz 3.21.(4) haben wir gesehen, da a 2 A und b 2 B genau dann bisimilar
sind, wenn es eine Coalgebra Q, ein q 2 Q und zwei Homomorphismen ' : Q ! A,
 : Q ! B mit 'q = a,  q = b gibt, wenn also a und b ein \gemeinsames
homomorphes Urbild" haben. Dieser Satz zeigt, da das Erhalten von schwachen
Pullbacks durch F und die Existenz einer terminalen F -Coalgebra implizieren, da
a und b auch genau dann bisimilar sind, wenn sie ein \gemeinsames homomorphes
Bild" besitzen.
Bemerkung 4.33. Jeder Funktor F : Set ! Set l

at sich auf kanonische
Weise zu einer Operation
~
F : Rel ! Rel auf der Kategorie Rel der Relationen
fortsetzen (die Objekte von Rel sind die Mengen, die Morphismen die bin

aren
Relationen, die Komposition von Morphismen das Relationenprodukt). Wir setzen
zur Vereinfachung der Notation voraus, da F standard ist. F

ur Mengen A setzt
man
~
FA := FA. Ist R  A B eine Relation mit den Projektionen 
A
: R ! A,

B






)[FR]  FA FB:
Es gilt, wie in verschiedenen Varianten von Trnkova in [Trn77], Thijs in [Thi96],
Carboni, Kelly und Wood in [CKW90] sowie Adamek und Trnkova in [AT90]
bewiesen wird: F erh

alt genau dann schwache Pullbacks, wenn
~
F ein Funktor ist,
was genau dann der Fall ist, wenn immer
~




F (Q) gilt. Dies wird
in [Rut98b] coalgebraisch interpretiert.




alt F oensichtlich auch Kerne
schwach und erh

alt Urbilder. Wir beweisen jetzt, da umgekehrt aus dem schwa-
chen Erhalten von Kernen und dem Erhalten von Urbildern das schwache Erhalten
von Pullbacks folgt. Dazu zeigen wir zun

achst, da das Erhalten von Urbildern es
erlaubt, aus dem (schwachen) Erhalten eines Pullbacks auf das (schwache) Erhalten
von \kleineren" Pullbacks zu schlieen:
Lemma 4.34. Der Funktor F erhalte Urbilder. Dann gilt f

ur alle Abbildungen
f : A ! C, g : B ! C mit gleichem Wertebereich und alle Teilmengen U  A,
V  B:
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alt F auch den



















Beweis. Wir beweisen die erste Aussage, der Beweis der zweiten erfolgt analog.
Der Pullback von fÆ 
A
U
mit g ist das Urbild von U unter der Abbildung 
A
:


























alt man, da F den Pullback von fÆ 
A
U
mit g schwach erh

alt, und durch
nochmalige Anwendung dieses Arguments folgt die Behauptung.
Daraus erhalten wir jetzt:





alt Pullbacks (bzw. Pullbacks schwach).
(2) F erh

alt Kerne (bzw. Kerne schwach) und erh

alt Urbilder.
Beweis. (1))(2) ist oensichtlich.
(2))(1): Wir setzen voraus, da F Kerne schwach erh

alt und Urbilder erh

alt.
Seien f : A ! C, g : B ! C zwei Abbildungen mit gleichem Wertebereich. Nach
Voraussetzung erh

alt F den Kern der Abbildung [f; g] : A + B ! C schwach,
und die zweimalige Anwendung von Lemma 4.34 zeigt, da F den Pullback von
f = [f; g]Æ 
A+B
A





alt. Das folgende Diagramm
verdeutlicht dies:
pb(f; g) Ker[f; g] \ A (A+B)
A







Wenn F sogar Kerne und Urbilder erh

alt, zeigt ein analoger Beweis die Behauptung.
F

ur den Fall von (strikten) Pullbacks hat Peter Freyd in der Kategorientheorie-
Mailingliste ([ftp]) einen alternativen Beweis angegeben, der ausnutzt, da der
Funktor Set ! Set=F1 von Set in die Quotientenkategorie Set=F1 Pullbacks
erh

alt, man also annehmen kann, da F1 = 1 gilt. Damit ist dann f

ur (2))(1) nur
noch zu zeigen, da F endliche Produkte erh

alt, denn jeder Funktor, der endliche




alt alle endlichen Limites und somit
auch Pullbacks (s. z.B. [HS73]). Im Fall von schwachen Pullbacks steht ein solches
Argument nicht zur Verf

ugung (s. Bemerkung 4.12).
7. Unendliche Schnitte
Wir haben in Satz 3.32 gesehen, da der endliche Schnitt von Untercoalgebren
immer eine Untercoalgebra ist, und da der Grund daf

ur ist, da F endliche Schnitte
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erh

alt. In diesem Abschnitt besch

aftigen wir uns mit unendlichen Schnitten. Aus
Korollar 4.27 erhalten wir:
Satz 4.36 ([GS00]). F







 Der Schnitt jeder -indizierten Familie von F -Untercoalgebren ist eine F -
Untercoalgebra.
Beispiel 4.37: Polynomiale Funktoren, der Potenzmengenfunktor P und der Funktor ( )
3
2
erhalten beliebige Schnitte; der Filterfunktor F erh

alt !-Schnitte nicht.
Dieser Satz liefert einen coalgebraischen Beweis folgenden Resultates aus
[Trn71a]:
Korollar 4.38. Sei  eine Kardinalzahl. Wenn F -Schnitte erh

alt, so auch
jeder Unterfunktor von F .
Beweis. Seien G ein Unterfunktor von F ,  : G ,! F die Einbettungstransfor-




der induzierte Funktor, A 2 Set
G
eine G-Coalgebra.
Nach Satz 4.16 stimmen die Untercoalgebren von A mit denen von (A)

uberein,
und da die Untercoalgebren von (A) gegen -Schnitte abgeschlossen sind, gilt dies
auch f

ur die Untercoalgebren von A.
Wenn F beliebige Schnitte erh

alt, sind also Schnitte von beliebig vielen Un-
tercoalgebren einer Coalgebra wieder Untercoalgebren. Folglich gibt es f

ur jedes




Definition 4.39 (einserzeugt). A heit einserzeugt von einem a 2 A, wenn


















Die genaue Beziehung zwischen Schnitterhaltung und Einserzeugten ist:
Lemma 4.41. F







(2) Beliebige Schnitte von F -Untercoalgebren sind F -Untercoalgebren.
(3) F

ur jede F -Coalgebra A und jede Teilmenge U  A gibt es eine kleinste






Aquivalenz (1)() (2) folgt direkt aus Satz 4.36, (2))(3) ergibt
sich aus hUi =
T




















Man kann auch einen Zusammenhang zu den Filtern F(A; u) (s. Denition 3.29
und Satz 3.30) herstellen.
Lemma 4.42 ([Trn71a]). Sei  eine Kardinalzahl. Dann erh

alt F genau dann
-Schnitte, wenn f










: FA! F(A); u 7! F(A; u);
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in allen Injektionen kartesisch. Insbesondere stimmen die F -Untercoalgebren jeder






ussen zeigen, da f



















ein Pullback ist. Wir zeigen zun









nachweisen. Ist ein V  A gegeben mit V \ U 2 F(U; u), d.h.
u 2 F (
U
V \U











)[F (V \ U)]] = F (
A
V \U
)[F (V \ U)];
somit V  V \ U 2 F(A;F (
A
U







)u 2 F (
A
V








Da F den Schnitt von U mit V erh





Das zeigt aber U \ V 2 F(U; u), also die Behauptung.
Damit haben wir die Kommutativit

at des Diagramms bewiesen, und es bleibt
zu zeigen, da es ein Pullback ist. Dazu seien ein Filter u 2 F(U) und ein v 2 FA
gegeben mit
F(A; v) = fV  A j V \ U 2 ug:
Wir m






ur ein u 2 FU gilt. Das folgt aber sofort




\Insbesondere" folgt aus Satz 4.16.





bewiesen, da F genau dann Urbilder erh





In einem Spezialfall erh

alt man mit Hilfe von Lemma 4.42 eine noch

ubersichtlichere Beschreibung:
Korollar 4.44. F erhalte beliebige Schnitte. Dann ist f

ur jede Menge A durch

A
: FA! P(A); u 7!
\
F(A; u)
eine Transformation F ! P gegeben, die in allen Injektionen kartesisch ist. Ins-
besondere stimmt die Untercoalgebrenstruktur jeder F -Coalgebra A mit der Unter-





Bemerkung 4.45. Satz 3.32 zeigt, da die Untercoalgebren einer F -Coalgebra
A die oenen Mengen einer Topologie auf A sind. Inbesondere erh

alt man eine F-
Coalgebra (A; 
A
: A! F(A)), indem man

A
(a) := fU  A j 9V  A:a 2 V  Ug
setzt. Diese F-Coalgebra stimmt i.a. nicht mit der in Satz 4.43 konstruierten F-


























) = F(A; fa
2
g) = fU  A j a
2










In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich das Erhalten von Urbildern durch
F durch Eigenschaften der F -Coalgebren charakterisieren l

at. Nach Korollar 4.14
k

onnen wir dabei leere Urbilder ignorieren, und nach Lemma 4.6 erh

alt F ein
Urbild genau dann, wenn es dieses Urbild schwach erh

alt. Korollar 4.27 zeigt,




Satz 4.46. Seien ' : A ! B ein F -Homomorphismus, V  B eine Untercoal-





[V ]], ist also
die gr

ote Untercoalgebra von A, die in '
 
[V ] enthalten ist. Genau dann erh

alt F
Urbilder, wenn immer ['
 















Es gibt einen Typ von Urbildern, die jeder Funktor F erh

alt: Ist f : A ! B























die Erhaltung von Urbildern charakterisieren:






(2) Ist f : A ! B eine Abbildung, V  B eine Teilmenge, f

ur die ; 6= f
 
[V ] 6=
A gilt, so erh

alt F das Urbild von V unter f .
(3) Ist V  B und R eine Bisimulation zwischen A und B, dann ist
R
 
[V ] := fa 2 A j 9v 2 V:(a; v) 2 Rg
eine Untercoalgebra von A.
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(4) Ist ' : A ! B ein Homomorphismus und V  B eine Untercoalgebra, dann
ist '
 1
[V ] eine Untercoalgebra von A.
(5) Ist ' : A ! B ein Homomorphismus und V  B eine Untercoalgebra, dann
ist '
 1





ur U  A;V  B sind die Bisimulationen zwischen U und V genau die
Bisimulationen zwischen A und B, eingeschr

ankt auf U  V .
Beweis. (1) () (2) folgt aus Korollar 4.14 und der Diskussion vor dem
Hauptsatz.
(1))(3): F erhalte Urbilder, und R  A  B sei eine Bisimulation. Der
Pullback von : V ! B und 
R
2
: R ! B in Set ist Q = f(v; (a; v)) j v 2
V; (a; v) 2 Rg. Nach Voraussetzung ist Q eine Bisimulation, wir erhalten also eine











: Q ! A
Homomorphismen sind. Das Bild dieses Homomorphismus, R
 
[V ], ist somit eine
Untercoalgebra von A.
(3))(4) ist eine Spezialisierung mit R = Gr', und (4))(2) folgt aus Hauptsatz
4.21; (4) () (5) ist oensichtlich.
(1))(6): Jede Bisimulation zwischen U und V ist oenbar ein Bisimulation
zwischen A und B. Umgekehrt sei R eine Bisimulation zwischen A und B. Dann
gilt









Der Beweis von Hauptsatz 4.31 zeigt, da dies eine Bisimulation ist, da F Pullbacks
entlang injektiver Abbildungen erh

alt und Pullbacks von injektiven Abbildungen
injektiv sind.
(6))(4): Seien V  B eine Untercoalgebra, ' : A ! B ein F -
Homomorphismus. Da
(Gr') \ (A V ) = f(a; 'a)j'a 2 V g
nach Voraussetzung eine Bisimulation ist, ist

1
: (Gr') \ (A V)! A
ein F -Homomorphismus, dessen Bild gerade '
 1
[V ] ist, was daher eine Untercoal-
gebra von A ist.
Beispiel 4.48: Wir denieren einen Funktor F : Set ! Set wie folgt: F

ur eine Menge A
setzen wir FA := P(A), f

ur eine Abbildung f : A! B denieren wir
(Ff)(U) :=
(










uberein, d.h., jede F -Coalgebra ist eine
P-Coalgebra und umgekehrt, und auch die Begrie von Untercoalgebra stimmen

uberein.



































































g ist keine Untercoalgebra von A.
Jetzt geben wir eine weitere Eigenschaft an, die

aquivalent zur Urbilderhaltung
von F ist. In der Kategorie Set induziert jede Abbildung f : A ! B + C, deren






[C]. Ist ' : A ! B + C ein F -Homomorphismus in eine Summe von zwei
Coalgebren und erh







Die gleiche Konstruktion ist f

ur Abbildungen bzw. Homomorphismen in unendliche
Summen m

oglich, und es stellt sich heraus, da die Existenz solcher Zerlegungen
in der Tat

aquivalent dazu ist, da F Urbilder erh

alt:











induziert eine Zerlegung seines
Denitionsbereiches, d.h., es gibt Untercoalgebren U
i




















(3) Jeder F -Homomorphismus ' : A ! B + C induziert eine Zerlegung seines











]  B und '[U
C










Beweis. (1))(2) haben wir schon vor dem Satz diskutiert, (2))(3) ist oen-






ufen hierzu die zweite
Bedingung von Hauptsatz 4.47: Seien also f : A! B eine Abbildung, V  B eine
Teilmenge mit ; 6= f
 






[{V ] = {(f
 
[V ]) gilt, wobei {V das Komplement von V in B ist, k

onnen








































ur alle a 2 A und b 2 B. Bez






), und V sowie {V sind Untercoalgebren von (B;
B
), wie man
leicht nachrechnet. Aber daraus folgt B = V+{V in Set
F
, d.h., f ist in der Tat ein
Homomorphismus (A;
A
)! V + {V , so da [f
 
[V ]] = f
 
[V ] nach Voraussetzung
gilt. Folglich nden wir eine Coalgebrenstruktur  : f
 
[V ]! F (f
 





zu einem Homomorphismus macht. Dann ist z := (u) f

ur ein beliebiges u 2 f
 
[V ]





























B = V + {V
{V
Dieser Satz liefert einen coalgebraischen Beweis (analog zum Beweis von Korollar
4.38) eines Resultats aus [Trn71a]:
Korollar 4.50. Das Erhalten von Urbildern setzt sich auf Unterfunktoren
fort.
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uber Summen distribuieren, wenn F Urbilder erh

alt. Dort werden wir
auch weitere Eigenschaften kennenlernen, die

aquivalent zur Urbilderhaltung sind.
Man kann Satz 4.49 so umformulieren: F erh

alt genau dann Urbilder, wenn
f





















gilt: Sind die zwei Quadrate Pullbacks und die untere Zeile eine Summe,
dann ist die obere Zeile eine Summe. In anderen Worten ([Bor94a]): F erh

alt
genau dann Urbilder, wenn Summen in Set
F
universell sind. Man sieht leicht,
da umgekehrt gilt: Erh

alt F Urbilder und sind die obere und die untere Zeile des
Diagramms Summen, so sind die beiden Quadrate Pullbacks. Damit haben wir
bewiesen, da Set
F




Zum Abschlu untersuchen wir noch, welche Auswirkungen die Erhaltung von
Urbildern auf den Zusammenhang zwischen der gr

oten Kongruenz und der gr

oten
Bisimulation auf einer Coalgebra hat.
Satz 4.51 ([GS00]). Wenn F Urbilder erh




























ist immer transitiv, also ist (2))(1) oensichtlich.
Um (1))(2) zu zeigen, betrachten wir a; a
0








: Sei  : A ! A=r
A
die kanonische Projektion. Wir betrachten die Summe
S := A+A=r
A


















Æ  =  Æ 
3
:
Da der Graph von  und sein Inverses in 
S










































). Nach Voraussetzung ist 
S









folgt. Hauptsatz 4.47 erm






Man beachte, da dieser Satz nicht aussagt, da daraus, da ein 
A
transitiv ist,









Beispiel 4.52: In Beispiel 3.45 haben wir eine ( )
3
2
-Coalgebra A mit einem Homomorphis-
mus in die (einzige) einelementige ( )
3
2





auf A ist. Insbesondere ist 
A
transitiv, aber es gilt r
A









Unter Wiederverwendung dieses Gegenbeispiels k





struieren, auf der die gr

ote Bisimulation nicht transitiv ist: Der Beweis des Hauptsatzes
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9. Equalizer und monos
In diesem Abschnitt soll zun

achst die coalgebraische Bedeutung des Erhaltens
von Equalizern untersucht werden. Dann greifen wir die Frage aus Abschnitt 3.7,
wann jeder mono injektiv ist, noch einmal auf. Die Korollare 4.27 und 4.14 zeigen:
Behauptung 4.53 ([GS00]). Der Equalizer zweier F -Homomorphismen




ote Untercoalgebra, die in fa 2 A j 'a =  ag ent-
halten ist. F erh

alt genau dann Equalizer, wenn f

ur alle Coalgebren A;B 2 Set
F
und alle Homomorphismen ';  : A ! B die Menge fa 2 A j '(a) =  (a)g eine
Untercoalgebra von A ist.






Beispiel 4.54: Polynomiale Funktoren erhalten Equalizer, der Potenzmengenfunktor P
erh

alt Urbilder (und sogar schwache Pullbacks), erh

alt aber Equalizer nicht. Satz 4.30
wird zeigen, da aus dem Erhalten von Pullbacks das Erhalten von Equalizern folgt.
Jetzt interpretieren wir die Erhaltung von Equalizern coalgebraisch. Ist A 2
Set
F




fW  A j




U = hUi (s. Lemma
4.41). Mit dieser Notation beweisen wir:
Satz 4.55. Wenn F Equalizer erh

alt, so folgt f

ur alle Homomorphismen ';  :







































Behauptung 4.53 ist fa 2 A j 'a =  ag eine Untercoalgebra von A, d.h., es gilt










F erhalte beliebige Schnitte, und die Bedingung des Satzes sei erf

ullt. Seien












. Das impliziert aber

U = U , und da

U = hUi eine Untercoalgebra von A ist, ist U eine Untercoalgebra







Satz 4.56 ([Trn71a]). Das Erhalten von Equalizern setzt sich auf Unterfunk-





Equalizer von zwei F -Homomorphismen sind injektiv, wie wir am Anfang des
Abschnittes gesehen haben. Wir zeigen jetzt, da auch die Umkehrung gilt:
Behauptung 4.57 ([GS01d]). Ein mono in Set
F
ist genau dann injektiv,
wenn er regul

ar ist, also der Equalizer von zwei Homomorphismen.
Beweis. Ist i : A ,! B ein injektiver Homomorphismus, so bilde man den
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In Set - und damit auch in Set
F
- sind Pushouts von injektiven Homomorphismen
injektiv ([HS73]). Der eben gef

uhrte Beweis zeigt daher, da ein mono in Set
F
genau dann injektiv ist, wenn er der Equalizer von zwei injektiven Homomorphis-
men ist. In Abschnitt 10 werden wir sehen, da jeder mono in Set
F
injektiv ist,
wenn F Kerne schwach erh

alt.
Behauptung 4.57 zeigt, da die Untercoalgebren einer Coalgebra A im ka-
tegorientheoretischen Sinne im allgemeinen nicht die Unterobjekte von A in der
Kategorie Set
F
sind, d.h. nicht die

Aquivalenzklassen von monos mit Ziel A, son-
dern die regul

aren Unterobjekte von A. Es w

are also kategorientheoretisch exakter,
von regul

aren Untercoalgebren zu reden. Da der Begri der Untercoalgebra aber mit
der hier gew

ahlten Denition verbreitet ist und die monos mit Ziel A bislang keine




Um zu untersuchen, wann jeder mono regul

ar ist, kann man auch untersuchen,




ar ist, d.h. der Coequalizer von zwei Homomorphismen.
F

ur jeden Morphismus f : A ! B in einer Kategorie C gilt, da f genau dann ein
Isomorphismus ist, wenn er ein regul

arer mono und ein epi ist, was genau dann
der Fall ist, wenn er ein regul

arer epi und ein mono ist ([HS73]). Da in Set
F
ein
Homorphismus ' : A ! B genau dann mono ist, wenn der epi ~' : A ! '[A],
a 7! '(a), mono ist, folgt:
Lemma 4.58. In Set
F






aren epis in Set
F
lassen sich coalgebraisch charakterisieren:
Satz 4.59. F





1. ' ist ein regul

arer epi.
2. Es gibt eine Bisimulation R auf B mit Ker' = Eq(R).
3. Es gilt Ker' = Eq([Ker']
2
).






: A ! B. Dann


















)[A] eine Bisimulation ist, folgt (2).
(2)() (3) ist oensichtlich.





: R ! B die Projektionen, so gilt ' Æ 
1
= ' Æ 
2
. Ist  : B ! D ein




, so mu R  Ker  gelten, also auch Eq(R) 

















 Jede Kongruenz ist die von einer Bisimulation erzeugte

Aquivalenzrelation.
 Jeder epi ist regul

ar.
 Jeder mono ist injektiv.
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Wir werden in Hauptsatz 4.61 sehen, da man dieses Ergebnis noch verbessern
kann. Dort werden wir beweisen, da genau dann jeder mono injektiv ist, wenn
jede Kongruenz eine Bisimulation ist.
10. Kerne
In diesem Abschnitt wird untersucht, welche coalgebraische Bedeutung das
schwache Erhalten von Kernen durch den Funktor F hat. Wir k

onnen nach Korollar
4.14 dabei Kerne von leeren Abbildungen ignorieren.






2. Jede F -Kongruenz ist eine Bisimulation.
3. Jeder mono in Set
F
ist injektiv.
Der Beweis wird zeigen: Genau dann erh

alt F den Kern der Abbildung f : A! B
schwach, wenn bzgl. jeder F -Coalgebrenstruktur auf A, f

ur die Ker f eine Kongru-
enz ist, Kerf auch eine Bisimulation ist.
Beweis. Die

Aquivalenz (1)() (2) ist aus [GS00].
(1))(2): Sei R eine Kongruenz auf der F -Coalgebra A mit Projektions-
homomorphismus 
R







) nach Hauptsatz 4.21 eine Bisimulation.




nach Satz 3.47. Wenn
F Kerne schwach erh

alt, ist aber Ker' selbst eine Bisimulation, was Ker' = 
A
zeigt. Also ist ' injektiv.
(3))(1): Wir nehmen an, da F den Kern von f : A! B nicht schwach erh

alt,
und beweisen da es in Set
F
einen nicht injektiven mono gibt.
Wenn F den Kern von f nicht schwach erh

alt, dann ist A 6= ;, f ist nicht
injektiv, und es gibt zwei verschiedene Elemente x; y 2 FA mit









: Kerf ! A die kanonischen Projektionen sind. Sei U eine

Aquivalenzklasse von Ker f mit mindestens zwei Elementen. Dann zerlegen wir














ur a 2 U
x
y sonst
Auf B denieren wir die konstante Coalgebrenstruktur 
(Ff)x
B
. Dann ist f oen-
sichtlich ein Homomorphismus, also Ker f eine Kongruenz. Wir zeigen jetzt, da
bzgl. dieser Coalgebrenstrukturen Ker f 6= Eq([Ker f ]
2
) gilt. Nach Satz 4.59 und
Korollar 4.60 beweist das die Existenz eines nicht injektiven mono in Set
F
.
Sei  : [Ker f ]
2
! F ([Ker f ]
2





beliebige Elemente u 2 U
x
, v 2 U
y
gilt (u; v) =2 [Ker f ]
2











v) = (x; y):
Es ist leicht zu sehen, da [Kerf ]
2
symmetrisch ist, folglich gilt auch (v; u) =2
[Ker f ]
2










Aquivalenzrelation, die [Ker f ]
2











)) ( Ker f:
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Lemma 4.62 ([GS00]). Wenn F Kerne schwach erh












Beweis. Hauptsatz 4.61 impliziert, da jede Kongruenz auf A in 
A
enthalten















und damit die Gleichheit folgt.
Das Lemma l

at sich nicht umkehren:















(A) := fU  A j jU j < ngnf;g:




Kerne nicht schwach erh

alt: Wir betrachten eine 2n-elementige
Menge A := fa
1
; : : : ; a
2n





0 i  n




j 1  i  n  2 oder i = 2ng; V := fa
i




















[W ] = U und 
2
[W ] = V , denn diese Menge m






























-Coalgebra A ist also AA,
und man sieht wiederum leicht, da AA auch immer eine Bisimulation ist: Eine Relation
R  A  A ist genau dann eine Bisimulation, wenn f

ur alle (a; b) 2 R eine Teilmenge
U  R mit 0 < jU j < n existiert, die 
1









(a; b) 2 AA gegeben und a
1
; : : : ; a
k
die Nachfolger von a, b
1
; : : : ; b
l
die Nachfolger von
b. Es gilt 0 < l; k < n, und wir k






















Lemma 4.64. Sei A = (A;
A
) eine F -Coalgebra, R eine Kongruenz auf A.
Dann ist (A; (
R
: A! A=R; 
A
)) eine (A=R)F -Coalgebra, und R ist die gr

ote
Kongruenz auf dieser Coalgebra.




)) ist, folgt mit Satz
3.43 daraus, da R eine F -Kongruenz nach Voraussetzung und eine A=R-Kongruenz
nach Denition von 
R





), also auch die gr















ur jede Menge C erh

alt C  F Kerne schwach.
(3) F










11. DER FUNKTOR M
( )
71
Beweis. (1) () (2) folgt aus Satz 4.10, (2) () (3) ist gerade Hauptsatz
4.61, (3))(4) folgt aus Lemma 4.62. (4))(1) erh

alt man aus dem eben bewiesenen
Lemma und Hauptsatz 4.61: Ist R eine F -Kongruenz auf der F -Coalgebra A =
(A;
A
), so ist R die gr








ote (A=R)  F -Bisimulation. Damit ist aber R auch eine
F -Bisimulation auf A.
11. Der Funktor M
( )
Wir untersuchen jetzt eine Klasse von Funktoren, die sowohl Anwendungen
als auch interessante Limes-Erhaltungs-Eigenschaften hat. Wir werden auch Bei-
spiele f

ur Funktoren sehen, die zwar Kerne schwach erhalten, nicht aber schwache
Pullbacks. Die Ergebnisse dieses Abschnitts erscheinen in [GS01c].
SeiM = (M;+; 0) im ganzen Abschnitt ein kommutatives Monoid mit neutra-





Menge A sei M
(A)
die Menge der Abbildungen ' : A! M mit endlichem Tr

ager,
d.h., der Abbildungen, die nur an endlich vielen Stellen von 0 verschieden sind.
F










Abbildung ' : A!M mit endlichem Tr












Coalgebren des Funktors M
( )
sind M -wertige bild-endliche Relationen auf
einer Menge oder auch Transitionssysteme, bei denen die Kanten mit Werten aus



















In [Rut00a] wird der Funktor M
( )
, wobei M ein Semiring ist, f

ur die coalge-
braische Modellierung von Dierentialgleichung verwendet. F

ur die spezielle Wahl










ur Untercoalgebren, Homomorphismen und
Kongruenzen an:
Lemma 4.66. Seien A eine M
( )
-Coalgebra, U  A eine Teilmenge. Dann
ist U genau dann eine Untercoalgebra, wenn f

ur alle u 2 U , alle a 2 A und alle
m 2M mit m 6= 0 gilt:
u
m
! a) a 2 U:
Eine Abbildung f : A ! B zwischen zwei M
( )
-Coalgebren A und B ist genau
dann ein Homomorphismus, wenn f















Aquivalenzrelation R  A  A auf A ist genau dann eine Kongruenz,
wenn f

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Aus dem ersten Teil des Lemmas folgt, da beliebige Schnitte von Untercoal-







ur Bisimulationen erhalten wir folgende Bedingung:
Lemma 4.67. Sind A;B zwei M-Coalgebren, so ist eine Relation R  A  B
genau dann eine Bisimulation, wenn f






agen aus M existiert, so da gilt:
 Nur endlich viele m
x;y
sind von 0 verschieden,
 m
x;y
6= 0 impliziert (x; y) 2 R,
 
A




























alt. Um zu untersu-
chen, wann M
( )





neue Begrie ein, wir denieren, wann M positiv und wann M verfeinerbar ist.
Definition 4.68. M ist positiv, wenn f

ur alle m;n 2 M aus m+ n = 0 folgt,
da m = n = 0 ist, wenn also 0 das einzige invertierbare Element von M ist.
Beispiel 4.69: Jeder _-Halbverbandmit 0 ist ein positives kommutativesMonoid, (N; +; 0),
(Nnf0g; ; 1) und (R
+
;+; 0) sind positive kommutative Monoide. Jedes freie kommutative
Monoid ist positiv. Jedes Untermonoid eines positiven Monoids ist positiv. Dagegen ist
keine Gruppe mit mehr als einem Element positiv.
Ist eine m  n-Matrix (a
i;j













die Spaltensummen dieser Matrix




at der Operation + die
Gleichung r
1




+ : : :+ c
m
. Verfeinerbarkeit ist gerade die umgekehrte
Bedingung:
Definition 4.70. Seien m;n 2 N nat










; : : : ; c
m
2 M , die r
1









ullen, eine nm-Matrix (a
i;j
) mit Elementen ausM existiert, deren
Zeilensummen r
1
; : : : ; r
n
und deren Spaltensummen c
1











.   
.
.
.   
a
n;1























ur alle m;n > 1 gilt: M ist genau dann (m;n)-verfeinerbar, wenn
M (2; 2)-verfeinerbar ist.
Beweis. Eine (m;n + 1)-Verfeinerung von r
1




+ : : : + c
n
+ 0
ergibt sofort eine (m;n)-Verfeinerung von r
1




+ : : :+ c
n
, so da die
eine Richtung klar ist.
Die andere Richtung beweist man durch eine leichte Induktion

uber die Zahl




uber die Zahl der Zeilen. Wir
zeigen daher nur, wie man von (2; 2) auf (3; 2) kommt:













, benutzen wir die (2; 2)-Verfeinerungs- Eigenschaft, um
eine 2 2-Matrix (a
i;j

























































































Daher nennen wir das kommutative Monoid M verfeinerbar, wenn es (2; 2)-
verfeinerbar ist. Wir ben

otigen noch folgende Beobachtung bzgl. unendlicher Ma-
trizen:
Lemma 4.72. Sei M verfeinerbar. Sind X, Y nichtleere Mengen,  2 M
(X)






















(y), wobei nur endlich viele m
x;y
nicht 0 sind.
Jetzt zu einigen Beispielen: Aus Satz 4.71 folgt leicht, da (N;+; 0) und (N n




agt sich nicht auf Untermonoide:
In (N n f0; 2g; ; 1) hat das Verfeinerungs-Problem 5  6 = 3  10 keine L

osung, da









Lemma 4.73. Ist L = (L;_; 0) ein Verband mit kleinstem Element 0, dann ist
L genau dann verfeinerbar, wenn L distributiv ist.
Beweis. Ist L distributiv und sind a; b; c; d 2 L mit a _ b = c _ d gegeben,
dann erhalten wir eine Verfeinerung
a ^ c a ^ d a
b ^ c b ^ d b
c d


























allen gilt a _ b = b _ c. H





mit x; y; u; v 2 L, so w

urde u  b und u  c folgen, also u  b ^ c = q  a, und
ebenso y  a, also u _ y = c  a. Aber es gilt in beiden Verb

anden c 6 a M
3
.
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alt schwache Pullbacks () M ist positiv und verfeinerbar.
Beweis. (3) ist wegen Satz 4.35 eine Folgerung aus (1) und (2).
(1): Sei ' : A ! B ein Homomorphismus von M
( )
-Coalgebren, V eine Un-
tercoalgebra von B. Wir m

ussen nach Hauptsatz 4.47 zeigen, da '
 1
[V ] eine
Untercoalgebra von A ist. F














wir nach Lemma 4.66 also m = 0 zeigen. Wir wissen, da '(a) 2 V und '(a
0
) =2 V













und da M positiv ist, sind alle Summanden 0, insbesondere gilt m = 0.









= 0 haben. Die Coalgebra A bestehe aus einem Punkt p, der zwei








als Label hat. B bestehe
aus zwei Punkten r und s ohne Transitionen (d.h., alle Transitionen sind mit dem





) = s. Da frg eine Untercoalgebra von B ist, ist '
 1
frg = fpg eine




















Eine leichte Modikation dieser Konstruktion beweist auch die R

uckrichtung
von (2): Wenn F Kerne schwach erh

alt, sind Kerne von Homomorphismen Bisi-









M. Wir nehmen eine Kopie A
0
von obigem A, versehen aber die Kanten von A
0




. Wir konstruieren B
0
aus B, indem wir die Transition








versehen. Dann haben wir einen
oensichtlichen Homomorphismus ' : A + A
0















Zur Umkehrung von (2): Wir nehmen an, daM verfeinerbar ist. Ist ' : A ! C
ein Homomorphismus, so m

ussen wir nach Hauptsatz 4.61 zeigen, da Ker' eine
Bisimulation auf A ist.
F

ur (a; b) 2 Ker' denieren wir eine jAj  jAj-Matrix mit Eintr

agen aus M ,
die die Bedingungen von Lemma 4.67 erf

























und Lemma 4.72 liefert eine L


































die nur endlich viele der m
x;y
von 0 verschieden sind. Diese Matrix erf

ullt die
Eigenschaften von Lemma 4.67.
Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir ein Beispiel f

ur einen Funktor, der Kerne
schwach erh

alt, nicht aber schwache Pullbacks: Jede abelsche Gruppe G = (G;+; 0)
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das Verfeinerungsproblem. Wenn G mehr als ein Element erh

alt, ist G nicht positiv,
und damit erh

alt der Funktor G
( )
Kerne schwach, nicht aber Urbilder, und somit
keine schwachen Pullbacks.
Bemerkung 4.75. Ist (L;
W
; 0) ein vollst

andiger Verband, so kann man ent-
sprechend (vgl. [GS01c]) den (unendlichen) Multimengenfunktor zu L denieren:
L
A




f (a) j fa = bg. Im Falle L = ([0; 1]; sup)
ist L
A
die Menge der Fuzzy-Mengen in A, und die Denition von L
f
ist in der
Fuzzy-Logik als Ausdehnungsprinzip bekannt (s. z.B. das Lehrbuch [Zim91] von
Zimmermann und die dort zitierte Literatur).
F





ahnliche Aussagen wie f

ur den M-Mengenfunktor





alt und genau dann schwache Pullbacks erh

alt, wenn in L unendliche
Suprema

uber endliche Inma distribuieren (einen solchen Verband nennt man auch
locale, [Bor94c]).
12. Bemerkungen und Literatur
Die meisten Untersuchungen der Limes-Erhaltungs-Eigenschaften von Set-
Endofunktoren sind in den sechziger und siebziger Jahren in Prag vorgenom-
men worden, vor allem von J. Adamek, V. Trnkova, V. Koubek, V. Pohlova,
J. Reiterman, V. Kurkova und P. Goralck. In den Artikeln [Trn71a, Trn71b,
Trn69, Kou71, Kou73, KR73]) werden sehr genaue Aussagen

uber die Struk-
tur von Set-Endofunktoren hergeleitet. Limes-Erhaltungseigenschaften allgemei-
ner Funktoren nden sich in der Standard-Literatur zur Kategorientheorie (z.B.
[HS73, AHS90, Lan71, Bor94a]). Bis zur Entdeckung ihrer Anwendbarkeit in
der Coalgebra scheint danach das Interesse an Set-Funktoren abgenommen zu ha-
ben zugunsten der Untersuchung allgemeinerer Funktoren. In [Rut00b] hat Jan
Rutten eine Theorie der Coalgebra unter der Voraussetzung entwickelt, da der
in Rede stehende Typfunktor schwache Pullbacks erh

alt. Die Bedingung, da der
Typfunktor Kerne schwach erh

alt, ist schon in [TR98, RT94] untersucht wor-
den, wo gezeigt wird, da unter dieser Voraussetzung jede Kongruenz eine Bisi-
mulation ist. In [Mos99, dVR99] werden stochastische Transitionssysteme mit-






das additive Monoid der nicht-negativen reellen Zahlen ist: Q ist deniert durch






fa = 1g. In beiden Artikeln wird bewiesen, da dieser
Funktor schwache Pullbacks erh

alt. In [Gog67] untersucht Goguen u.a. L-Fuzzy-







In [GS00, GS01d, GS01c] sind u.a. einige Teile dieses Kapitels erschienen.






ankte Funktoren und terminale Coalgebren
In der Theorie der Kripke-Strukturen spielt die Klasse der bild-endlichen
Kripke-Strukturen eine groe Rolle, also der Kripke-Strukturen, bei denen jeder
Punkt nur eine endliche Anzahl an Nachfolgern besitzt. Man kann zeigen:
 Es gibt eine terminale bild-endliche Kripke-Struktur.
 In zwei Punkten einer bild-endlichen Kripke-Struktur gelten genau dann
dieselben Formeln der Modallogik, wenn diese beiden Punkte bisimilar sind.
Ziel dieses Kapitels ist es, beide Aussagen auf F -Coalgebren zu verallgemeinern.
Dazu werden wir zun






Kardinalzahl  ist. Damit k

onnen wir dann den Zentralbegri dieses Kapitels de-
nieren, den des beschr

ankten Funktors. Ein Funktor F ist beschr

ankt, wenn eine
Kardinalzahl  existiert, so da jede F -Coalgebra -beschr

ankt ist. Es wird sich
herausstellen, da die Eigenschaft, da F beschr

ankt ist, weitreichende Konsequen-
zen f

ur die Kategorie Set
F





sich als Quotient eines Automaten auffassen (Abschnitt 2), es existieren cofreie
Coalgebren






(Abschnitt 6). Da beliebige Produkte von Coalgebren existieren, bedeutet aller-
dings nicht, da sich diese Produkte auch einfach berechnen lassen. Wir werden z.B.
sehen, da das Produkt zweier endlicher Coalgebren unendlich sein kann. Trotzdem
werden wir beweisen k






wenn F Urbilder erh

alt (Abschnitt 8).
Im letzten Drittel des Kapitels gehen wir daran, eine Logik f

ur F -Coalgebren
zu denieren und zu untersuchen, inwieweit sich Elemente von F -Coalgebren durch
Formeln dieser Logik charakterisieren lassen. Wir werden dabei sehen, da sich Lar-
ry Moss' \Coalgebraische Logik" ([Mos99]) als Spezialfall der von James Worrell
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9. Verallgemeinerte cofreie Coalgebren und Produkte 92
10. Beschr

anktheit und Limeserhaltung 95
















ANKTE FUNKTOREN UND TERMINALE COALGEBREN
1. Beschr

ankte Coalgebren und beschr

ankte Funktoren
Bei Transitionssystemen, also P-Coalgebren, spielt die Klasse der bild-endlichen
Transitionssysteme eine besondere Rolle, also der Transitionssysteme, bei denen
jeder Zustand nur endlich viele Nachfolger hat. Da wir in Abschnitt 3.5 deniert
haben, was eine Nachfolgermenge ist, k

onnen wir den Begri des bild-endlichen
Transitionssystems verallgemeinern:
Definition 5.1. Sei  eine Kardinalzahl. Wir nennen die Coalgebra A -
beschr

ankt (bzw. strikt -beschr

ankt), wenn jeder Zustand a 2 A eine Nachfolger-










urde oenbar reichen, nur den Begri der strikten -Beschr

anktheit zu
denieren, da eine Coalgebra A genau dann -beschr






ankt ist, wobei 
+
die Nachfolger- Kardinalzahl von  ist; wir denieren
trotzdem beide Begrie, da sich der Begri der -Beschr

anktheit im Zusammenhang
mit dem Begri des Charakters eines Funktors als n

utzlich erweisen wird.





Coalgebren innerhalb der Klasse aller F -Coalgebren zu denieren. F

ur Transitions-
systeme ist noch eine weitere M

oglichkeit bekannt: Man kann bild-endliche Tran-
sitionssysteme als Coalgebren des endlichen Potenzmengenfunktor P
f
beschreiben.
Auch diese Beschreibung l

at sich auf F -Coalgebren verallgemeinern. Ein Teil der
folgenden Denition stammt aus [Trn69].
Definition 5.2. F

ur jede Kardinalzahl  denieren wir zwei Unterfunktoren
































ankungen von F .
















ur eine Kardinalzahl , so nennen wir F beschr

ankt.
F heit -residuell, wenn es f

ur jedes Element a jeder F -Coalgebra A eine












ur jede Kardinalzahl  eine F -Coalgebra A genau dann strikt -
beschr

ankt, wenn sie eine F
<











Satz 5.3. Es gilt f








In [Rut00b] wird ein beschr

ankter Funktor deniert als ein Funktor F , der
(mit den eben denierten Begrien) -residuell f

ur eine Kardinalzahl  ist (in einer
fr

uheren Version dieses Artikels wurde sogar ben

otigt, da Einserzeugte existieren).
Der Zusammenhang zu unserer Begriichkeit ist:
Satz 5.4. Sei  eine Kardinalzahl. Dann ist jeder -beschr

ankte Funktor  !-
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Beweis. Ist A 2 Set
F
eine Coalgebra des -beschr

ankten Funktors F und
a 2 A, so erh

alt man eine Untercoalgebra U
a




j    !
durch folgende Konstruktion: Man setzt U
0




ur ein k 2 N schon
deniert und f






 A eine Nachfolgermenge von u
der Kardinalit
















Untercoalgebra von A, die a enth





ochstens !   hat.
Umgekehrt ist eine Untercoalgebra nach Satz 3.31 Nachfolgermenge jedes ihrer
Elemente.
Solange man also nur dar








ankt) ist, ist es egal, ob man die hier gegebene Denition oder





ankt ist. Die hier gegebene Denition
hat den Vorteil, da man feiner zwischen Funktoren unterscheiden kann: So ist der
Identit








ankt, was gut zum Ausdruck bringt, da jedes Element jeder I-
Coalgebra einen Nachfolger hat, jedes Element jeder I
2
-Coalgebra zwei Nachfolger.
Im Sinne von Rutten w








achsten Abschnitt werden wir den Begri des -beschr

ankten Funktors
noch etwas verallgemeinern. Insbesondere sind wir daran interessiert, die kleinste
Beschr

anktheitskonstante eines Funktors herauszunden. Zun

achst beweisen wir





unendliche  fortsetzt, was insofern interessant ist, als diese Aussage f

ur endliche 








Satz 5.5. Seien  eine unendliche Kardinalzahl, F ein Funktor. Wenn F
(schwache) Pullbacks erh

alt, so auch F
<

















ein Pullback in Set, P = f(a; b) j fa = gbg. Seien u 2 F
<











ankt ist, gibt es Mengen U  A
und V  B mit jU j; jV j <  und u 2 F (
A
U
)[FU ], v 2 F (
B
V















. Dann betrachten wir folgenden
Pullback Q = P \ (U  V ) von fÆ 
A
U
: U ! C mit gÆ 
B
V













































, nach Voraussetzung an F existiert also ein q 2










. Da jQj  jU jjV j <  gilt, weil  unendlich ist,
ist aber F
<
(Q) = F (Q), also q 2 F
<






































































den Pullback von f mit g schwach. Wenn F sogar Pullbacks erh

alt,







ankte Funktoren als Quotienten
SeienM;C nichtleere Mengen. Dann ist C( )
M


















g = C  Y
M
;


























onnen, sondern wir kommen mit den Bildern der
Teilmenge C  fid
M
g von C M
M
aus. Diese Beobachtung wird festgehalten in
folgender Denition:
Definition 5.6 (reaching couple, [Trn69]). Ein Paar (A;X) mit A  F (X)
heit reaching couple von F , wenn f






Dieser Begri verallgemeinert den Begri der -Beschr

anktheit, denn oenbar
ist F genau dann -beschr

ankt, wenn (F (); ) ein reaching couple von F ist.
Die Klasse der reaching couples ist sicherlich nach oben abgeschlossen: Seien
X  X
0















) ein reaching couple. Wir wollen jetzt ein
\kleinstes" reaching couple eines beschr













die eine Menge X existiert, so da (A;X) ein reaching couple von F ist. Unter
den Mengen X , f

ur die (A;X) ein reaching couple von F ist, k

onnen wir jetzt






ahlen. Dieser Begri wird xiert
in folgender Denition:
Definition 5.7 ([Trn69],Charakter von F ). Sei F beschr






heien erster Charakter bzw. zweiter Cha-






) den Charakter von F .
Man kann zeigen ([Trn69]), da f










gilt. Weiterhin: Ist (A;X) ein reaching couple von F , B eine Menge mit
jBj = jAj und Y eine Menge mit jY j = jX j, so gibt es eine Injektion i : B ,! FY ,
f






) ein reaching couple von F ist. Wir setzen jetzt das Einstiegsbeispiel
fort:
Beispiel 5.8: Seien M;C nichtleere Mengen. Dann ist 
C( )
M




 (jCj; jM j) gilt, haben wir schon oben gesehen.
Ist (A  C X
M
; X) ein reaching couple von C  ( )
M
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Folglich gibt es f

ur jedes c 2 C ein (c; g
c











: X !M , was zeigt, da f
c












), was auch jAj  jCj zeigt.
Der folgende Satz ist entscheidend f

ur die weitere Entwicklung:
Satz 5.9 ([Trn69]). Sei (C;M) ein reaching couple von F . Dann ist F Quo-
tient des Funktors C  ( )
M
. Ist  : F

 G eine surjektive nat

urliche Transfor-
mation, dann ist G beschr

ankt, und es gilt 
G
 (jCj; jM j).
Beweis. Zum ersten Teil: Wir denieren eine nat





! F durch 
A
(c; f) := (Ff)(c). Seien A 6= ;, u 2 FA gegeben. Nach
Denition eines reaching couple nden wir ein c 2 C und ein f : M ! A mit
(Ff)c = u. Aber dann gilt 
A
(c; f) = u, d.h., 
A
ist surjektiv.
Zum zweiten Teil: Es ist leicht zu sehen, da (
M




onnen wir jetzt zusammenfassend beweisen:
Hauptsatz 5.10 ([GS01a]). F





1. F ist -residuell f

ur eine Kardinalzahl .
2. Es gibt eine Kardinalzahl , so da jede F -Coalgebra A mit A 6= ; eine
Untercoalgebra U mit 0 < jU j   besitzt.
3. F ist beschr

ankt.
4. Es gibt Mengen C und M , f








Beweis. (1))(2) ist oensichtlich
(2))(3): Sei  wie in der Voraussetzung. Wir behaupten, da (F (); ) ein
reaching couple von F ist. Seien A 6= ; und t 2 F (A) gegeben. Dann denieren
wir eine konstante Coalgebrenstruktur 
A
: A ! F (A) durch 
A
a := t f

ur alle





) mit jU j  . Also k

onnen wir eine Surjektion f :  U w

ahlen. Dann
ist auch Ff : F () F (U) surjektiv. Sei ein u 2 U gew

ahlt. Dann nden wir ein
s 2 F () mit F (f)(s) = 
U





Æf :M ! A und berechnen
F (f
0
)(s) = F (
A
U














was zeigt, da (F (); ) ein reaching couple von F ist.
(3)() (4) folgt aus Satz 5.9, (3)() (1) aus Satz 5.4.
Korollar 5.11 ([GS01a]). Ist F beschr

ankt, so ist f

ur jede Menge D der
Funktor D  F beschr

ankt.
Beweis. Aus einer surjektiven nat

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3. Generatorenmengen






von Coalgebren ist eine Menge
von Generatoren ([Bor94a]), wenn f

ur je zwei F -Homomorphismen ';  : A ! B
gilt:
(8i 2 I:8 : G
i
! A:' Æ  =  Æ )) ' =  :
Da der Vergifunktor U : Set
F
! Set alle Colimites erh

alt, ist die Existenz von
cofreien Coalgebren nach dem Special Adjoint Functor Theorem ([Bor94a]) sicher-
gestellt, wenn Set
F





anktheit von F ist:
Satz 5.12 ([GS01a]). Folgende Aussagen sind

aquivalent:





hat eine Menge von Generatoren.






, so da f

ur jede







von A mit a 2 U
a
ist.






von F -Coalgebren mit folgender
Eigenschaft: F






] j i 2 I; ' : G
i
,! Ag;






Beweis. (1))(2): Sei F beschr

ankt und eine Kardinalzahl  gew

ahlt, so da
F -residuell ist. Dann bildet die Menge aller Coalgebren mit Kardinalit

at  





eine Menge von Generatoren. Dann erf

ullt die Menge aller




Bedingung (3): Sei A 2 Set
F
gegeben. Nach [Bor94a] ist jede F -Coalgebra homomorphes Bild einer Summe


















3.40 ein Faktor von G
i




] ist, einer Untercoalgebra von A, die
a enth

alt. Das zeigt die Behauptung.
(3))(4))(1) ist oensichtlich.





ucken. Dies ist n

utzlich, um den Begri des beschr

ankten
Funktors auf andere Kategorien zu verallgemeinern (s. z.B. Worrells Arbeit





are Kardinalzahl  ein Funktor F genau dann strikt -beschr

ankt, wenn
er -accessible ist, d.h., wenn er alle -gelterten Colimites erh

alt.
Weiterhin ist leicht zu sehen, da die Kategorie Set
F





ur eine Denition vergleiche man die Lehrb

ucher [AR94] von
























bra fruchtbar zu machen. So ist z.B. bekannt ([AR94], Kapitel 1.C), da die
lokal pr

asentierbaren Kategorien genau den vollen reektiven Unterkategorien von
Kategorien Set
A
:= fF : A ! Set j F Funktor g f

ur eine kleine Kategorie A
entsprechen, die unter -gerichteten Colimites (f

ur ein geeignetes ) abgeschlossen
sind. Die einzige mir bekannte Arbeit, in der eine solche Beziehung - zwar nicht
systematisch, aber als Beweishilfsmittel - ausgenutzt wird, ist [Wor00].
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Eine weitere

uberraschende Charakterisierung der strikt !-beschr

ankten Funk-
toren ndet sich in [AT90]: Ein Funktor ist genau dann strikt !-beschr

ankt, wenn




aquivalenterweise - schwach erh

alt).
4. Die Existenz terminaler und cofreier Coalgebren
Wir wollen jetzt einen elementaren Beweis daf

ur geben, da jeder beschr

ankte
Funktor ein Covarietor (s. Denition 3.52) ist. In [Gum99] ndet sich ein Beweis,
der auf der in Satz 5.12 gegebenen Charakterisierung beruht. Wir f

uhren hier einen
noch konkreteren Beweis, indem wir verwenden, da nach Satz 5.9 jeder beschr

ankte




ur geeignete Mengen C;M
ist. Die Darstellung folgt im wesentlichen [GS01a].
Lemma 5.13 ([GS01a]). Sei  : G

 F eine surjektive nat

urliche Transforma-






eine F -Coalgebra. Da 
A
surjektiv ist, nden
wir eine G-Coalgebra-Struktur 
A
0








Nach Voraussetzung gibt es einen G-Homomorphismus ' : (A;
A
0
)! C; dieser ist
dann auch ein F -Homomorphismus (A;
A






















Satz 5.14 ([GS01a]). Wenn F beschr

ankt ist, so ist F ein Covarietor. Ist







Beweis. Da mit F nach Korollar 5.11 auch D  F f






ussen wir nur zeigen, da eine terminale F -Coalgebra existiert. Sei
(C;M) ein reaching couple von F . Nach Satz 5.9 ist F Quotient des Funktors
C  ( )
M






. Nach Lemma 5.13 hat Set
F
somit eine schwach
terminale Coalgebra, also nach Behauptung 3.53 eine terminale Coalgebra, die wir





oten F -Kongruenz erhalten.
Beispiel 5.15: Ist F -beschr

ankt, also (F (); ) ein reaching couple von F , so hat die





Elemente. Insbesondere hat f

ur eine unendliche








= jP()j = 2

Elemente.






oglichkeit der terminalen Coalgebra eines be-
schr







ANKTE FUNKTOREN UND TERMINALE COALGEBREN
Satz 5.16. Sei F -residuell. Dann sind f





(1) Q ist eine terminale Coalgebra.
(2) F

ur jede F -Coalgebra U mit jU j <  gibt es genau einen F -Homomorphismus
!
U
: U ! Q.
Insbesondere gilt f

ur einen -residuellen Funktor F : Ist K die Menge aller F -
Coalgebren A mit jAj  , so ist (
P
K)=r eine terminale F -Coalgebra.
Beweis. (1))(2) ist oensichtlich. Sei also (2) vorausgesetzt und eine F -
Coalgebra A gegeben. Dann gibt es f

ur jedes a 2 A eine Untercoalgebra U
a
 A











Wir denieren eine Abbildung !
A








. Dies ist wohl-
deniert wegen der Eindeutigkeitsvoraussetzung und der Tatsache, da endliche




In [Lam68] ndet sich - in unserer Sprache ausgedr

uckt - folgende Charakte-
risierung:
Satz 5.17 ([Lam68]). In Set
F
gibt es genau dann eine terminale Coalgebra,
wenn es eine Kardinalzahl  gibt, so da jede F -Coalgebra ein homomorphes Bild
der Kardinalit

at   besitzt.
Beweis. Existiert eine terminale F -Coalgebra T(1), so kann man  := jT(1)j
w

ahlen. Ist umgekehrt ein  wie in der Voraussetzung gegeben, so ist die Sum-
me der F -Coalgebren der Kardinalit

at   schwach terminal, also existiert nach




In der Universellen Algebra spielen Variet

aten, also Klassen von Algebren, die
gegen Unteralgebren, homomorphe Bilder und Summen abgeschlossen sind, eine
groe Rolle. Wir denieren den dualen Begri:
Definition 5.18 ([GS01b],[Gum99]). Sei K  Set
F
eine Klasse von Coalge-
bren. Dann denieren wir folgende Klassen:
 H(K) ist die Klasse aller Coalgebren, die homomorphes Bild einer Coalgebra
aus K sind.
 S(K) ist die Klasse aller Coalgebren, die Untercoalgebra einer Coalgebren
aus K sind.
 (K) ist die Klasse aller Coalgebren, die Summe von Coalgebren aus K sind.
K heit Covariet

at, wenn K gegen H, S und  abgeschlossen ist, Quasi-Covariet

at,
wenn K gegen H und  abgeschlossen ist.
Ein H

ullenoperator O ordnet jeder Klasse K eine Klasse O(K) zu und hat
folgende Eigenschaften: F

ur alle Klassen K;K
0
gilt K  O(K) (O ist extensiv), aus
K  K
0
folgt O(K)  O(K
0
) (O ist monoton), und es gilt O(K) = O(O(K)) (O ist
idempotent).








(1) HS(K)  SH(K),
(2) S(K) = S(K),
(3) H(K)  H(K).
(4) Wenn F Urbilder erh





(5) Wenn die Gleichung HS(K) = SH(K) f

ur jede Klasse K  Set
F
gilt und





ur jede Klasse K  Set
F
die Klasse SH(K) die kleinste Covariet

at,
die K umfat, H(K) die kleinste Quasi-Covariet

at, die K umfat.
Beweis. Alle Aussagen auer (5) sind in [GS01b, Gum99] bewiesen worden.
Wir beweisen daher nur (5). Der Beweis ist in Zusammenarbeit mit Alexander
Schulz entstanden ([Sch])
Es gelte also jF1j > 1, und F erhalte Urbilder nicht. Nach Korollar 4.9 gibt es
dann auch ein klassizierendes Urbild, das F nicht erh

alt. Wir erhalten damit ein














1 + 1 = 2
wobei inr die Inklusionsabbildung in den zweiten Summanden von 1 + 1 ist, !
U
die








onnen wir ; 6= U 6= A annehmen,
wie man leicht sieht, und nden folgende Elemente:
 Ein x 2 FAnF (
A
U
)[FU ], das F (
U
)x = F (inr)z f

ur ein z 2 F1 erf

ullt.
Dieses Element existiert, da F den obigen Pullback nicht schwach erh

alt.
 Ein y 2 FU , f

ur das F (!
U
)y 6= z gilt. Dieses Element erh

alt man, da F (!
U
)
surjektiv ist und jF1j > 1 vorausgesetzt war.










Weiterhin sei auf 2 = f0; 1g die Coalgebrenstruktur
0 7! (F inr)(F !
U
)y; 1 7! (F
U
)x = F (inr)z
erkl

art. Dann ist 
U
bzgl. dieser Coalgebrenstrukturen ein surjektiver Homo-
morphismus und 1 ist mit der Einbettung inr eine Untercoalgebra, wobei die
Coalgebrenstruktur 
1




Wir zeigen jetzt, da (1; 
1





) 2 HS(A), so g






: V ! 1 ein Homomorphismus ist. Da keine nichtleere
Teilmenge von U eine Untercoalgebra von A ist, gibt es in diesem Fall ein v 2
V \ ({U). F




























































)(y)) = F (!
U
)(y) 6= z;
was den gesuchten Widerspruch ergibt.
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Dieser Satz zeigt wiederum, da Coalgebra nicht einfach dual zu Universeller
Algebra ist - die Operatoren H;S;P in der Universellen Algebra kommutieren alle
nicht, w

ahrend in der Coalgebra S und  kommutieren (s. z.B. [Ihr93]). Da die
Vereinigung einer Familie von Untercoalgebren ein homomorphes Bild ihrer Summe
ist, folgt:
Behauptung 5.20. Jede Quasi-Covariet

at K ist gegen Vereinigungen von Un-
tercoalgebren abgeschlossen, d.h., ist A 2 Set
F

















besondere bilden die (strikt) -beschr













gegen homomorphe Bilder und Untercoalgebren. Die Abgeschlossenheit gegen
Summen ist oensichtlich.
In der Universellen Algebra lassen sich Variet

aten auch durch Quotienten von
freien Algebren denieren. Wir untersuchen das duale Konzept:
Definition 5.22 ([GS01b]). Sei U eine Untercoalgebra der Coalgebra A.














Eine F -Coalgebra A hat die Fortsetzungseigenschaft (oder: ist injektiv, [Bor94a]),
wenn f

ur jede Coalgebra B und jede Untercoalgebra V  B gilt: Jeder Homomor-
phismus ' : V ! A l








In [GS01b] wird bewiesen, da unter der Voraussetzung, da F ein Covarietor
ist, eine Coalgebra A genau dann die Fortsetzungseigenschaft besitzt, wenn sie
Retrakt einer cofreien Coalgebra ist.
Satz 5.23 ([GS01b]). Seien A 2 Set
F
eine F -Coalgebra, U  A eine Unter-
coalgebra von A. Dann ist Q(A;U) gegen die Operatoren H und  abgeschlossen,
also eine Quasi-Covariet





Umgekehrt gilt: Sei F -residuell f






at K  Set
F
eine Untercoalgebra U von T(), der cofreien F -Coalgebra

uber der Menge , mit K = Q(T();U).
Man kann noch eine genauere Korrespondenz beweisen:
Definition 5.24 ([GS01b]). Sei A 2 Set
F
. Eine Untercoalgebra U  A heit
invariant , wenn sie unter allen Endomomorphismen von A abgeschlossen ist, d.h.,
wenn '[U ]  U f







Satz 5.25 ([GS01b]). A 2 Set
F
habe die Fortsetzungseigenschaft, und es sei





von A, da U
0
( U ist, so gilt Q(A;U
0
) ( Q(A;U).
Damit folgt insgesamt: Wenn A 2 Set
F
die Fortsetzungseigenschaft hat, dann
korrespondieren die Covariet

aten der Gestalt Q(A;U) genau zu den invarianten
Untercoalgebren von A.
Viele in der Praxis vorkommende F -Covariet

aten K haben folgende Eigen-
schaft: Ist B 2 K und ist A 2 Set
F
eine F -Coalgebra, f

ur die es eine totale
Bisimulation R  A  B gibt (s. Denition 3.22), so gilt auch A 2 K. F

ur eine
Klasse K  Set
F





B 2 K und eine totale Bisimulation R zwischen A und B existieren. Ist B(K)  K,
so sagt man, da K gegen totale Bisimulationen abgeschlossen ist.
Weiterhin f

uhren wir die Klasse H
 1
(K) der homomorphen Urbilder von K ein:
H
 




ur die ein B 2 K und ein surjektiver
Homomorphismus ' : A ! B existieren.
Beispiel 5.26: Die Klasse aller Kripke-Strukturen, in denen eine gegebene modallogische
Formel gilt, ist gegen totale Bisimulationen abgeschlossen.









ur jede Klasse K  Set
F
gilt. Ist F beschr

ankt, so bestimmt nach
Satz 5.23 jede Untercoalgebra einer cofreien F -Coalgebra eine Covariet

at. Aus
Behauptung 4.32 folgt leicht:







at K gilt genau dann K = Q(T(1);U) f

ur eine Untercoalgebra U 





Nach Satz 3.1 werden Colimites in Set
F
wie in Set konstruiert, und Entspre-
chendes gilt f

ur jeden Limes, den F erh














D-Simulation gegeben ist, wenn F alle mono-sourcen erh

alt. Aus dem Adjoint Func-




ur jeden Covarietor F vollst

andig ist. Wir












ur wir in diesem und im n

achsten Abschnitt Beispiele sehen
werden.




ur jeden Funktor F . Der Schl

ussel
zum Beweis, da f





Hauptsatz 5.28 ([GS01d]). Wenn f













mit den Projektionen 
i
: B ! B
i

















und ist isomorph zu einer
Untercoalgebra von B.








)]: Dann ist D eine Untercoalgebra von B, und
f











d.h., es gibt einen Homomorphismus 
i


























mit den Homormorphismen 
i
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Folglich gibt es genau einen Homomorphismus  : Q ! B, der 
i









ur alle i 2 I erf

ullt.
 [Q] ist eine Untercoalgebra von B, und es gilt 
i
[ [Q]]  A
i
, folglich faktori-



















































































































Bis jetzt haben wir lediglich Limites bzgl. Set
F
betrachtet. Aus diesen Limites





und zwar ist der Limes von

D bzgl. K die gr






, die in K enthalten ist (nach Behauptung 5.20 sind Quasi-Covariet

aten
gegen Vereinigungen von Untercoalgebren abgeschlossen). Insbesondere gilt:










Lemma 5.30 ([GS01d]). Wenn T(Y ) existiert, dann existiert T(X) f

ur jedes









Æg)[A] j g : A! X;A 2 Set
F
g:
Die Einbettung : Q ! T(Y ), komponiert mit "
Y
: T(Y ) ! Y , faktorisiert durch
X , was die gesuchte Abbildung "
X


















































Hauptsatz 5.32 ([GS01d]). F

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Beweis. Wir m

ussen nur die Existenz von Produkten nachweisen, denn nach













ist isomorph zu einer Untercoalgebra der cofreien Coalgebra T(A
i
). Nach











Dieses Kriterium ist fast eine

aquivalente Charakterisierung, denn wenn Pro-
dukte existieren und zumindest eine cofreie Coalgebra T(X) mit jX j > 1 existiert,
dann folgt aus Lemma 5.30 und Satz 5.31, da alle cofreien Coalgebren existieren.
Also folgt:
Korollar 5.33 ([GS01d]). Wenn f

ur eine Menge X mit jX j > 1 die cofreie




andig, wenn F ein Co-
varietor ist.
Beispiel 5.34 ([GS01d]): Seien die P
f







Dann ist die gr

ote Bisimulation zwischen A und B leer, d.h., das Produkt von A und B
mu nach Lemma 4.24 die leere Coalgebra sein.
Beispiel 5.35 ([GS01d]): F







dukt von A mit A=r
A



















Produkte von Coalgebren lassen sich i.a. nicht in die Produkte ihrer Grund-
mengen einbetten, wof

ur wir im n

achsten Abschnitt ein Beispiel sehen werden. Ins-
besondere werden wir eine endliche P
f
-Coalgebra A kennenlernen, f

ur die A  A
unendlich ist.
7. Produkte von P-Coalgebren?
Der Potenzmengenfunktor P ist nicht beschr

ankt, und wir wissen schon aus




andig ist. Andererseits existieren einige nicht-leere Produkte von P-
Coalgebren (s. Beispiel 5.35), und man k

onnte folgendes erhoen: Man betrachtet




von P-Coalgebren. Dann ist
diese Familie durch eine Kardinalzahl  strikt beschr

ankt, d.h., man kann die A
i








andig, d.h., dort existiert




. Ist dieses Produkt vielleicht auch das Produkt in
Set
P
? Das folgende Beispiel aus [GS01d] zeigt, da dies im allgemeinen nicht der












orende P-Coalgebra ist C
2



















Lemma 5.36. Sei A eine P-Coalgebra. Eine Abbildung ' : A ! C
2
ist genau
dann ein Homomorphismus, wenn es f













Sei  eine Ordinalzahl, A = fa; bg eine zweielementige Menge. Wir denieren
auf +A eine P-Coalgebrenstruktur 
A
, indem wir f

ur x; y 2 +A setzen:
x! y :() y 2 A _ (x; y 2  ^ y < x):
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0 x = a





1 x = b
0 x 6= b
nach dem Lemma P-Homomorphismen. Wenn wir annehmen, da das Produkt
(Q;  
1
























) auf  injektiv ist. Sei also ein x 2  gegeben und y das









)(y) =: q 2 Q:













)(y) ! q gibt es dann ein y
0
2  + A








) = q. Da y 6! y gilt, mu y
0
2 A gelten. Wir nehmen
ohne Einschr

ankung an, da y
0
= a ist. Dann folgt aber
1 = '
a

























uchlich ist. Damit sehen wir auch:
Korollar 5.37 ([GS01d]). Ist  eine unendliche Kardinalzahl, dann ist die
Anzahl der Zust














ur alle Mengen A;B;C gilt
A (B + C) = AB +A C;
d.h., Produkte distribuieren in Set

uber Summen. Allgemein denieren wir:





ur alle Objekte A;B;C 2 C gilt: Wenn A  B und A  C existieren, so
existiert auch A (B + C) und der kanonische Morphismus
AB +A C ! A (B + C)
ist ein Isomorphismus.
Oenbar kann man analog denieren, was es bedeutet, da in einer Katego-
rie C Produkte

uber unendliche Summen distribuieren oder unendliche Produkte

uber unendliche Summen distribuieren, und in der Tat werden wir in den F

allen,
in denen wir beweisen werden, da Set
F
distributiv ist, immer ein unendliches
Distributivgesetz mitbeweisen.
Der Begri der distributiven Kategorie ist in der Literatur nicht ganz einheit-
lich deniert (s. die

Ubersichtsartikel von Carboni et al. [CLW93] und Cockett
[Coc93]), wobei sich die verschiedenen Denitionen vor allem darin unterscheiden,
\wie viele" Limites die in Rede stehende Kategorie haben mu.
Wir werden jetzt beweisen, da die Kategorie Set
F
distributiv ist, wenn F
Urbilder erh
















































































) ein Konkurrent. Nach Satz 4.49 erhalten













]. Also haben wir f

ur jedes












von Homomorphismen, die einen

























ein vermittelnder Morphismus f











































ein weiterer vermittelnder Morphismus. F































, in der Tat ist 
jQ
i


































uber unendliche Summen distribuieren, wenn F Urbilder erh

alt.





ist, beweisen zu k

onnen, zeigen wir zun









Definition 5.40. In einer Kategorie C, die bin

are Summen hat, kommutieren
Pullbacks mit bin

aren Summen, wenn f










! C gilt: Wenn die Pullbacks pb(f; g
1
) und pb(f; g
2
) existieren,









]) = pb(f; g
1
) + pb(f; g
2
):
Analog kann man wiederum denieren, was es bedeutet, da in einer Kategorie
Pullbacks mit beliebigen Summen kommutieren.
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2. In Set
F
kommutieren Pullbacks mit beliebigen Summen.
3. In Set
F
kommutieren Pullbacks mit bin

aren Summen.
Beweis. (1))(2) wird sehr











ein Homomorphismus. Dann betrachten wir f






























































]] = A schlieen k

onnen, was nach Satz 4.49 ausreicht.
Es ist leicht zu sehen, da in Set
F
Equalizer mit Summen kommutieren, d.h.,
f





























! B durch die Summe der Equalizer
'
i
mit den  
i
gegeben. Es gilt n

amlich (man vgl. Abschnitt 4.9 f

ur die Beschreibung


























































Da der Pullback zweier Homomorphismen ' : A ! C,  : B ! C gerade der









Projektionen von A  B sind (das gilt in jeder Kategorie, man vgl. z.B. [HS73]),
erhalten wir:
Satz 5.42 ([GHS01]). Wenn Set
F




9. Verallgemeinerte cofreie Coalgebren und Produkte
Wir haben in Satz 3.58 gesehen, da jede nat

urliche Transformation  : F

! G










ankter Funktor, so haben wir nach Satz 5.9 f

ur geeignete Mengen C;M
eine surjektive nat

urliche Transformation  : C  ( )
M

 G. Produkte zwischen
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zwei C ( )
M
-Coalgebren sind nach Hauptsatz 4.26 durch die gr

ote Bisimulation
zwischen diesen Coalgebren gegeben. Wir werden sehen, da man das Produkt von
zwei G-Coalgebren konstruieren kann, indem man zun

achst das Produkt von zwei
geeigneten C  ( )
M
-Coalgebren bildet, dieses Produkt dann mittels  Æ ( ) als
G-Coalgebra auffasst und nach einer geeigneten Kongruenz faktorisiert. Dies kann
man auch als Verallgemeinerung der Konstruktion der terminalen G-Coalgebra aus
der terminalen C ( )
M






Satz 5.43. Seien  : F

! G eine nat

urliche Transformation, F ein Covarietor.
Dann gibt es f












), die F -cofrei









) ! A, so da f

ur jede F -Coalgebra B = (B;
B
) und jeden G-






) genau ein F -Homomorphismus ~' :
B ! S
A


































ist eine Untercoalgebra der cofreien F -Coalgebra

uber der Farbmenge A.
















































ein G-Homomorphismus. Das folgende Diagramm zeigt die beteiligten Abbildungen



































ussen zeigen, da das

auere Quadrat kommutiert; da die beiden linken











Æ  zu zeigen - das folgt aber sofort aus der Denition von S
A
.




) zusammen mit " die gew

unschte universelle Ei-
genschaft hat: Seien B = (B;
B







ein G-Homomorphismus. Dann ist ' insbesondere eine Abbildung ' : B ! A, also
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eine A-F

arbung von B, wir erhalten also einen eindeutigen F -Homomorphismus
' : B ! T(A) mit "
A
Æ ' = '.
Das einzige, was wir noch zeigen m









Æ ' = 
A
























In [Rut00b] wird dieser Satz unter der zus

atzlichen Voraussetzung bewiesen, da
F schwache Pullbacks erh

alt. Dieser Beweis enth








uber Farbmengen beweist man auch hier, da die Bildung
cofreier Coalgebren funktoriell ist und der so entstehende Funktor rechtsadjungiert





Wir haben in Behauptung 3.53 gesehen, da man eine terminale Coalgebra er-





ur Produkte gilt entsprechend:














































onnen wir jetzt beweisen:
Satz 5.45. Seien F ein Covarietor,  : F












































































































ahlen, so da (
^
C) = C ist. Dann existieren nach der universellen Eigen-

























































, was die Behauptung
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Wei man, da ein beschr

ankter Funktor bestimmte Limites erh

alt, kann man
daraus das Erhalten anderer Limites schlieen. Umgekehrt sind Funktoren, die
bestimmte Limites erhalten, immer beschr

ankt.
Satz 5.46. Ist F -residuell f










Beweis. (1))(2) ist oensichtlich. (2))(1): F erhalte -Schnitte. Wir zeigen,
da einserzeugte Untercoalgebren existieren, was nach Satz 4.36 ausreicht. Seien
also A 2 Set
F




fU  A j a 2 Ug eine
Untercoalgebra von A ist. Wir k

onnen nach Voraussetzung eine Untercoalgebra U
0
von A mit jU
0
















nfug] j 9U  U
0
:a 2 U; u =2 Ug;




Satz 5.47. Sei F -residuell f










ur alle Abbildungen f : A ! B und alle Teilmengen U  B mit jU j  
erh

alt F das Urbild von U unter f . Kurz: F erh





(3) Ist ' : A ! B ein F -Homomorphismus und U eine Untercoalgebra von B
mit jU j  , so ist '
 
[U ] eine Untercoalgebra von A.
(4) Ist ' : A ! B ein F -Homomorphismus und U eine Untercoalgebra von B so
ist '
 
[U ] eine Untercoalgebra von A.




Satz 5.48 ([Trn69], Lemma 3.4). Wenn F beliebige Schnitte und Equalizer
erh

alt, ist F beschr

ankt. Insbesondere (Satz 4.30) ist F beschr

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Trnkova beweist ([Trn71a], Note VIII.4): Wenn in der zugrundeliegenden
Mengenlehre eine echte Klasse von mebaren Kardinalzahlen existiert, dann gibt es
f

ur jede unendliche Kardinalzahl  einen unbeschr






urzlich haben Adamek, Koubek und Trnkoa in [AKT01] bewie-





ankt ist, ist unabh

angig von den Axiomen der Mengenlehre.
11. Mengenbasierte Funktoren auf Klassen
Einige Artikel, die sich mit Coalgebren besch

aftigen, arbeiten nicht in der
Kategorie Set der Mengen, sondern in der (Meta-)Kategorie Class der Klassen,
z.B. [AM89, Mos99]. So wird in [AM89] bewiesen, da f

ur einen Funktor
F : Class! Class, der mengenbasiert ist, f

ur den also f

ur jede Klasse K





)[FU ] j U 2 Set; U  Kg




onnte die gesamte bis-





wird gezeigt, da sich die meisten Konstruktionen in Class
F




uhren lassen), allerdings ist damit nicht viel gewonnen, da die Theorien im
wesentlichen

aquivalent sind: Ist F : Set ! Set ein standard-Funktor, so kann
man F durch die Formel () zu einem mengenbasierten Funktor auf Class fort-
setzen. Wenn man die Existenz einer unerreichbaren Kardinalzahl  > ! in Set
voraussetzt, was konsistent mit der \

ublichen" Mengenlehre ist ([CK73]), so kann
man innerhalb von Set ein neues Modell Set
0
der Mengenlehre konstruieren, indem
man als Mengen von Set
0
die Mengen von Set der Kardinalit

at <  w

ahlt. Dann
sind die Klassen von Set
0
gerade die Mengen von Set der Kardinalit

at  , und




ist genau dann mengenbasiert, wenn der Funktor
F
Set





)[FU ] j U < g
strikt -beschr

ankt ist; umgekehrt liefert dann jeder strikt -beschr

ankte Funktor




, die Kategorie der Klassen von
Set
0





Funktoren lassen sich also als spezielle beschr

ankte Set-Funktoren auffassen.
Indem man so Class
0





-Funktoren umformulieren. Das small subcoalgebra lem-





Funktor ist, dann gibt es f

ur jede F -Coalgebra A und jedes a 2 A eine Unter-
coalgebra U
a
von A mit a 2 U
a
, die eine Menge ist. Umformuliert bedeutet das
einfach: Ist F strikt -beschr

ankt, wobei  die oben angenommene unerreichbare
Kardinalzahl ist, so besitzt jede F -CoalgebraA f

ur jedes a 2 A eine Untercoalgebra
U
a




j < . Ein weiteres Beispiel: In [AM89] wird bewiesen, da
eine Coalgebra T des mengenbasierten Funktors F : Class ! Class genau dann
terminal ist, wenn f

ur jede F -Coalgebra A, deren Tr

ager eine Menge ist, genau
ein Homomorphismus A ! T existiert;












ande a 2 A, b 2 B
die intendierte Semantik der Aussage \a und b sind bisimilar": a und b sind un-
unterscheidbar unter Beobachtungen. Aber wie kann man feststellen, ob sich zwei
Zust

ande gleich verhalten? Die Idee liegt nahe, das mit Formeln zu \testen", d.h.,
eine Sprache L
F
zu denieren, die sich auf Zust

anden von F -Coalgebren interpre-
tieren l

at, so da zwei Zust







sie bisimilar sind. W






d.h., da es f








ur alle F -Coalgebren B und alle b 2 B gilt: Die Formel f
a
gilt in b genau
dann, wenn a und b bisimilar sind.
F

ur Funktoren, die schwache Pullbacks erhalten und beschr

ankt sind, kann





:= T(1) und denieren f

ur eine F -Coalgebra A, jedes a 2 A und
f 2 T(1)
a j= f :() !
A
(a) = f:






alt man eine Sprache mit den
gew

unschten Eigenschaften (Behauptung 4.32).
Diese Wahl ist gar nicht so speziell, wie sie auf den ersten Blick erscheint, denn







alt, kann man, wenn in einer Sprache L
F
charakterisierende For-
meln existieren, diese immer als Elemente einer terminalen F -Coalgebra auffassen.
Die Wahl L
F
:= T(1) hat allerdings einen oensichtlichen Nachteil: es fehlt
jegliche syntaktische Komponente, die \Formeln" haben keinen Bezug zueinander.
Es ist daher w

unschenswert, nach anderen Darstellungen von charakterisierenden
Formeln zu suchen, diese Formeln durch einfachere zu approximieren. Larry Moss
schreibt in [Mos99]:
Ever since people looked at nal coalgebras as models of intensio-
nal phenomena, there was a question of getting representations of
the nal coalgebras in terms of some sort of entities that served as
approximations.
Dieser und die n

achsten beiden Abschnitten besch

aftigen sich damit, die von Lar-





uber die terminale Sequenz von F denierbaren Logik zu
vergleichen.
12.1. Unendlichstellige Modallogik. Seien im ganzen Abschnitt  eine
Menge von atomaren Aussagen,   jj eine unendliche regul

are Kardinalzahl.




uber  (vgl. auch Kapitel 2), d.h.:
jede atomare Aussage p 2  ist eine Formel, f

ur jede Formel f sind auch 3f und
:f Formeln, und f

ur jede Formelmenge S mit jSj   ist
V



















at zulassen, erhielte man eine echte Klasse. Die
Semantik von Formeln aus L





ur jede Menge S  L() von Formeln mit jSj   und jede Menge T  
von atomaren Aussagen deniert man die Formel





















ur f3f j f 2 Sg steht. Wir bezeichnen mit L






und ( ; T ) f

ur beliebige T   abgeschlossen ist.











Kripke-Struktur. Dann lassen sich f

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j  < g f

ur Limeszahlen   :
Man kann dann wie in[Mos99] beweisen, da f
a

eine charakterisierende Formel f

ur
a ist, d.h., f





und jedes b 2 B gilt




12.2. Coalgebraische Logik. Jetzt f

uhren wir Larry Moss' \Coalgebraische
Logik" ([Mos99]) f

ur einen Funktor F ein. Wie Moss setzen wir voraus, da F
schwache Pullbacks erh

alt und standard ist. Wir setzen zus








are Kardinalzahl  ist, damit wir in der Kate-
gorie Set arbeiten k

onnen. Moss arbeitet in [Mos99] in der Kategorie der Klas-
sen und setzt dann voraus, da F mengenbasiert ist, was man ebenfalls als Be-
schr

anktheitsforderung verstehen kann, wie wir in Abschnitt 11 gesehen haben.
Wir denieren die -stellige F -Sprache L

F
als die kleinste Menge, die gegen
P






und F (L)  L gilt. Man kann beweisen (s. z.B. [Mos99, Sch97]), da eine solche
Menge existiert, und da L

F
dann sogar der kleinste Fixpunkt des Funktors P

+F








) + F (L

F
) gilt. Die zwei kanonischen Einbettungen

















Ist A 2 Set
F
eine F -Coalgebra, so wollen wir denieren, wann eine Formel
f 2 L
F





als die kleinste Relation, die gegen folgende Herleitungsregeln abgeschlossen ist:
 Konjunktion (f

ur S  L
F
; jSj  ):




 F -Regel (f

ur f 2 F (L
F









wobei in der zweiten Klausel 
1




die Projektionen sind. Larry
Moss nennt das in der zweiten Klausel auftretende w einen Grund f

ur a j= inr(f).
Beispiel 5.49 ([Mos99]): L

F
ist eine Verallgemeinerung von L

(): Ist F = P()P
<
























j f 2 Sg gesetzt wurde, eine Bijektion, und f









Sind A;B 2 Set
F
zwei F -Coalgebren,  eine Kardinalzahl, so nennen wir zwei
Zust












ullen. Eine erste wichtige Eigenschaft der eben denierten Semantik ist









ur jedes  sind.
Um auch eine Umkehrung davon f

ur geeignete  zu beweisen, werden in
[Mos99] kanonische Formeln deniert. Dazu denieren wir f

ur jedes A 2 Set
F
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und f






































In [Mos99] weist Larry Moss - umformuliert in unsere Sprache - nach, da
schon die Formel f

(a) charakterisierend ist, wenn der Funktor F uniform ist.
Ein Nachteil des Begries des uniformen Funktors ist allerdings - sieht man davon





urlicher Isomorphie erhalten bleibt: der Identit

atsfunktor I ist nicht
uniform, w

ahrend der Funktor 1 I uniform ist.
Eine andere Art der Approximation, bei der der Zusammenhang zur terminalen
Coalgebra noch deutlicher wird, bedient sich der terminalen Sequenz eines Funktors.






oglichkeit, eine terminale Coalgebra durch Approximationen zu kon-
struieren, sind terminale Sequenzen ([Wor99b, Wor00, AK95]), die man als
Verallgemeinerung der Konstruktion des gr

otes Fixpunktes eines Verbandsendo-
morphismus verstehen kann. Die duale Konstruktion ndet sich z.B. in Barrs Ar-
tikel [Bar92].
Satz 5.51 ([Wor99b]). Sei F ein Funktor. F

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morphismus ist, dann sagen wir, da die terminale Sequenz von F (in  Schritten)
konvergiert. Das entscheidende Ergebnis in diesem Zusammenhang ist:
Hauptsatz 5.52 ([AK95]). Die terminale Sequenz von F konvergiert genau
dann, wenn eine terminale F -Coalgebra existiert. Wenn die terminale Sequenz









Auch der Homomorphismus in die terminale Coalgebra l

at sich durch eine
Approximation beschreiben:
Satz 5.53 ([Bar92, Wor00]). Sei A 2 Set
F
. Dann gibt es in Set genau
einen kompatiblen Kegel (h
A


























































otigen unten noch folgende Beobachtungen:
Satz 5.54. Es gilt:






ur alle  2 Ord; sind
f








(1) die Abbildungen der









2. Sind A;B 2 Set
F









ur alle Ordinalzahlen .
























uber der terminalen F
<
-



















ur alle  2 Ord.
Der folgende Hauptsatz gibt Informationen dar

uber, wie schnell die terminale
Sequenz konvergiert:
Hauptsatz 5.55 ([Wor00]). Sei F ein Funktor. Wenn in der terminalen Se-








konvergiert die terminale Sequenz von F in h

ochstens  +  Schritten gegen die
terminale F -Coalgebra. Ist F strikt -beschr





Korollar 5.56 ([GS01d]). Wenn F !-mono-sourcen erh

alt, dann ist F ein





Beweis. F erhalte !-mono-sourcen. Dann erh

alt auch CF !-mono-sourcen
f

ur jede Farbmenge C, also m

ussen wir nur zeigen, da Set
F
eine terminale Coal-



















) ist ein Limes, insbesondere also ein !-mono-
source. F










. Die linke Seite ist nach Vor-
aussetzung ein mono-source. Sind g; h : A ! F
!+1




Æ g = f
!+1
!
Æ h, so folgt f


































at mit der terminalen Sequenz in Beziehung zu setzen. Dazu zeigen
wir, wie man die gr

ote Kongruenz auf A durch den Kegel von A in die terminale
Sequenz approximieren kann. Dies ist eine Verallgemeinerung der Konstruktion
aus [Wor99a]. Wir werden sehen, da man die in Abschnitt 12 diskutierte Coalge-
braische Logik als Spezialfall einer so entstehenden F -Logik verstehen kann. Wir
setzen im ganzen Abschnitt voraus:
 F ist f

ur eine unendliche regul






















bezeichnen wir den in
Satz 5.53 konstruierten Kegel

uber der terminalen Sequenz.





der Kerne der Abbildungen in
die terminale Sequenz ist fallend.










ur jedes  2 Ord.






















(2): Nach Satz 5.53 ist die Abbildung h
A
+
: A ! F
+
(1) der eindeutige



























ist nach Hauptsatz 5.55 injektiv.
Das bedeutet, da man die Folge der Kerh
A






auf A auffassen kann. Erh

alt F Kerne schwach, so erh

alt man




ote Bisimulation auf A (Lemma
4.62).
In Satz 3.24 haben wir eine weitere Approximation der gr

oten Bisimulation





































Wir werden jetzt untersuchen, wie diese beiden Approximationen zusam-
menh






















ur jedes  2 Ord gilt.












ur jedes  Gleichheit. Insbesondere ist dann die Relation der
-Bisimilarit

at auf einer F -Coalgebra eine

Aquivalenzrelation.
Beweis. Beweis durch Ordinalzahleninduktion

uber : Die Behauptung ist f

ur
 = 0 und f

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Das zeigt den ersten Teil der Behauptung. Setzt man voraus, da F Kerne schwach
erh

alt, kann man fast dieselbe Induktion durchf

uhren und mu nur ausnutzen, da
in () Gleichheit gilt.
Der gleiche Beweis zeigt: Erh























(das ist die Denition, die in [Wor99a] verwendet wird). Wir schlieen:




ur eine unendliche regul

are Kardinalzahl
. Dann gilt f
















ur Funktoren, die strikt -beschr

ankt sind und Kerne schwach er-
halten, zwei Elemente einer Coalgebra, die -bisimilar sind, schon bisimilar. Das
verallgemeinert die in Kapitel 2 erw

ahnte Aussage, da zwei Zust

ande einer bild-
endlichen Kripke-Struktur, die !-bisimilar sind, bisimilar sind.
Da sich Elemente von terminalen F -Coalgebren als unendlichstellige Formeln
auffassen lassen, liegt es nahe, Elemente von F

(1), also von Approximation der ter-
minalen Coalgebra, als Formeln der Stelligkeit  zu interpretieren (dazu ben

otigte
man nicht einmal, da die terminale Sequenz konvergiert):
Definition 5.60. Sei  eine Ordinalzahl. Ein Element e 2 F

(1) heit -
stellige F -Formel , und f

ur ein a 2 A denieren wir




und sagen in diesem Fall, da e in a gilt. Die Menge aller F -Formeln nennen wir
F -Logik.
Satz 5.54.(2) zeigt sofort, da die G

ultigkeit von Formeln unter Homomorphis-







ande a 2 A: a Æ e () '(a) Æ e.
Im letzten Abschnitt haben wir unter der zus

atzlichen Voraussetzung, da F
schwache Pullbacks erh













ur    deniert. In [Mos99] wird bewiesen, da f

ur alle









Satz 5.61. Wenn F schwache Pullbacks erh

alt und standard ist, so sind f

ur
jedes a 2 A und jede Ordinalzahl    die Formeln f
A










Beweis. Da die G

ultigkeit von Formeln unter Homomorphismen invariant ist






ussen wir nur zeigen, da die Formeln auf
A semantisch

aquivalent sind. Der Fall  = 0 und der Limesfall sind oensichtlich.
Wir setzen also voraus, da wir die Behauptung f

ur ein  2 Ord bewiesen haben.
Dann gilt f

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Wir m







zeigen. Es gilt aber induktiv







































wobei wir bei der dritten





Damit kann man die Coalgebraische Logik aus [Mos99] als Spezialfall der F -Logik

uber terminale Sequenzen verstehen.
15. Bemerkungen und Literatur
Der Begri des beschr

ankten Funktors ist in [Rut00b] deniert worden, dort
f

ur den Fall von Funktoren, die schwache Pullbacks erhalten. Im Laufe der wei-
teren Untersuchung dieser Bedingung zeigte sich sich dann, da ein leicht ver-
allgemeinerter Begri des beschr

ankten Funktors, wie wir ihn in diesem Kapi-
tel deniert haben, in verschiedenen Arbeiten der sechziger und siebziger Jah-
re vor allem in Prag intensiv untersucht worden ist. Zu diesen fr

uhen Arbei-
ten - in denen beschr

ankte Funktoren meistens klein genannt werden - geh

oren
[Trn69, Trn71a, Trn71b, AKP72, Kou71, Lam68, TG69]. In diesen Ar-




ur Kategorien von Algebren
und Coalgebren bewiesen.
Zwischen 1975 und 1985 wurden nur noch wenige Artikel ver

oentlicht, die sich
mit F -(Co)-Algebren im Sinne dieser Arbeit besch

aftigten. Zu nennen sind [AK79]
von Adamek und Koubek, ein Artikel, der sich ausf

uhrlich mit der Konstruktion
von initialen F -Algebren besch

aftigt, [KR79] von Koubek und Reiterman, wo u.a.
Limites und Colimites von Algebren kategoriell konstruiert werden, und [A
+
75,
KK74] von Adamek et al. bzw. Kurkova und Koubek, wo die Zusammenh

ange
zwischen freien F -Algebren und Monaden untersucht werden. In der Monographie
[AT90] sind etliche Ergebnisse der erw

ahnten Artikel zusammengefat, und es wird
eine algebraische Theorie des Verhaltens von Automaten entwickelt.
Das Interesse an terminalen Coalgebren wurde durch das Buch [Acz88] und
durch m

ogliche Anwendungen in der Informatik geweckt. 1989 war dann der Arti-
kel [AM89] von Aczel und Mendler der Auftakt f

ur eine ganze Reihe von Arbeiten,
die sich mit der Existenz und der Konstruktion terminaler Coalgebren besch

aftigen,
so Arbeiten von Barr [Bar93, Bar94], Kawahara und Mori [KM00], Paulson
[Pau94], Rutten und Turi [TR98, RT94], Worrell [Wor99b], Adamek und Kou-
bek [AK95] sowie Rutten [Rut00b]. Es stellte sich erst im Lauf der Zeit heraus,
da die Beschr

anktheit eines Funktors die \richtige" Bedingung ist, um die Existenz
von terminalen Coalgebren sicherzustellen. Covariet

aten und cofreie Coalgebren
wurden in [Mar85, Rut00b, Kur98, Kur01] untersucht.
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KAPITEL 6
Zusammenfassung und Ausblick
In diesem Kapitel m

ochte ich die wichtigsten der in dieser Arbeit gewonnenen





In dieser Arbeit wurde eine Theorie der Coalgebra f

ur Set-Endofunktoren ent-
wickelt. Ziel war es vor allem, zu erkennen, in welcher Weise Eigenschaften eines




alt die Grundlagen der Theorie der Coalgebra eines Set-
Endofunktors F : es wurden u.a. die Kategorie Set
F
der F -Coalgebren und die
Zentralbegrie -Simulation, Untercoalgebra, Kongruenz und terminale Coalgebra
eingef

uhrt und grundlegende Aussagen dar

uber bewiesen.
Kapitel 4 untersucht, wie Limes-Erhaltungseigenschaften des Funktors





usselbegri erwies sich der Begri der

D-Simulation: Der Funktor F erh

alt





















alt. Dann wurde die coalgebraische Bedeutung der (schwachen)
Erhaltung bestimmter Klassen von Limites genauer untersucht. Die Hauptergeb-





alt (nicht-leere) In Set
F
gilt:
Pullbacks schwach () Die Komposition von Bisimulationen ist
immer eine Bisimulation
Kerne schwach () Jede Kongruenz ist eine Bisimulation.
() Jeder mono ist injektiv.
Urbilder () Urbilder von Untercoalgebren unter Homo-
morphismen sind Untercoalgebren
() Jeder Homomorphismus in eine Summe in-
duziert eine Zerlegung des Denitionsbe-
reichs
-Schnitte (  !) () -Schnitte von Untercoalgebren sind Un-
tercoalgebren
Als trennendes Beispiel wurde f

ur ein kommutatives Monoid M der M-
Mengen-Funktor M
( )




aftigt sich mit beschr

ankten Funktoren. Hauptsatz 5.10 und
Satz 5.12 geben eine Reihe von

aquivalenten Formulierungen dieses Begris. Es
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von Moore-Automaten auffassen lassen, was z.B. zu einem neuen Beweis der Exi-











ur die terminale Coalgebra f








ankte Funktoren F vollst

andig ist und da bestimmte
Produkte von P-Coalgebren nicht existieren.
Zum Abschlu wurde untersucht, wie sich Elemente von terminalen Coalgebren
approximieren lassen. Die Gegen

uberstellung von Larry Moss' Coalgebraischer Lo-
gik ([Mos99]) und der aus der terminalen Sequenz denierbaren Logik ([Wor99a])




Es bleiben eine Reihe von interessanten oenen Punkten:









onnte (man vgl. allerdings
H. Peter Gumms Arbeiten [Gum01a, Gum00]).





ahrend in den Anwendungen der Universellen Algebra
meist bestimmte Variet





fehlen noch interessante Anwendungen von Covariet

aten und eine Verallge-
meinerung der in dieser Arbeit erzielten Resultate auf Covariet

aten. Auch
die Frage, ob f

ur Coalgebren eine Mal'cev-Theorie m

oglich ist, ist ungekl

art.
 Da man viele Typen von Coalgebren als verallgemeinerte Transitionssysteme
auffassen kann, stellt sich die Frage, ob man nicht noch mehr Begrie aus
der Theorie der Transitionssysteme verallgemeinern kann - z.B. Ultralterer-
weiterungen und die Dualit









uber die wichtigsten der in dieser
Arbeit verwendeten Symbole und Notationen.
1. Kategorientheorie
Set: die Kategorie der Mengen und Abbildungen.
Set

: die Kategorie der nicht-leeren Mengen und nicht-leeren Abbildungen.






: die Kategorie der Coalgebren zum C-Endofunktor F .
C
F
: die Kategorie der Algebren zum C-Endofunktor F .
 : F

! G:  ist eine nat





 G:  ist eine surjektive nat

urliche Transformation zwischen den Funk-
toren F und G.
pb(f; g): der Pullback der Morphismen f und g.
eq(f; g): der Equalizer der Morphismen f und g.
push(f; g): der Pushout von f mit g.
Ker f : der Kern des Morphismus f , also der Pullback von f mit sich selbst. In
Set: Ker f = f(a; a
0







: je nach Kontext: eine Familie, indiziert mit Elementen aus I , oder
- wenn es sich um Morphismen mit gleichem Denitionsbereich haben -












von Morphismen mit gleichem Wertebereich:
der durch diese Familie eindeutig bestimmte Morphismus aus der Summe
ihrer Denitionsbereiche.






















ur eine Kardinalzahl : die -Beschr






ur eine Kardinalzahl : die strikte -Beschr

ankung von F .
2. Mengentheorie
N: die Menge der nat

urlichen Zahlen.
R: die Menge der reellen Zahlen.
R
+






ur eine Teilmenge U  A: die kanonische Einbettungsabbildung.
f : A ,! B: f ist eine injektive Abbildung.
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f : A B: f ist eine surjektive Abbildung.

R




f [U ]: f

ur eine Abbildung f : A! B und eine Teilmenge U  A: das Bild von





ur eine Abbildung f : A ! B und eine Teilmenge V  B: das Bild
von V unter f , d.h. f
 





ur eine Menge A: die eindeutige Abbildung aus der leeren Menge in A.











ankung des Wertebereichs der Abbildung f auf die Menge V .

A
: die Diagonale auf einer Menge A, d.h. 
A
= f(a; a) j a 2 Ag.
R
 
: die umgekehrte Relation einer Relation R  A  B, d.h.: R
 
= f(b; a) j
(a; b) 2 Rg  B A.
F(A; u): f

ur u 2 FA der F -Filter von (A; u).













: die von der Menge R coerzeugte Bisimulation.





ote Kongruenz auf der Coalgebra A.
U  A: U ist Untercoalgebra von A.
!
A







ur ein v 2 FA: die konstante Coalgebrenstruktur auf A mit Wert v.




















: das durch die konstanten Coalgebrenstrukturen mit Wert v
i
denierte Lifting des Diagramms D von Set in Set
F
.
H(K): die Klasse der homomorphen Bilder von Coalgebren aus K.
H
 
(K): die Klasse der homomorphen Urbilder von Coalgebren aus K.
S(K): die Klasse der Untercoalgebren von Coalgebren aus K.
(K): die Klasse der Summen von Coalgebren aus K.
B(K): die Klasse der Coalgebren, die total bisimilar zu einer Coalgebra aus K
sind.
Q(A;U): die Klasse der Coalgebren, f

ur die jeder Homomorphismus nach A
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